
 

Resumen— En este trabajo, se desarrolla un control de 
seguimiento de caminos sobre la base del modelo 
cinemático y dinámico de un bicóptero UAV para lograr 
navegar con precisión en ambientes exteriores en presencia 
de perturbaciones como el viento. El esquema de control 
propuesto posee un controlador cinemático vía modo 
deslizante y un controlador dinámico vía modo deslizante 
neuronal adaptable. Los resultados de simulación 
muestran que el controlador diseñado permite seguir al 
UAV un camino de referencia. 
 

I. INTRODUCCIÓN 

 Los vehículos aéreos no tripulados (UAV) son plataformas 
cada vez más populares, debido a su uso en la vigilancia, 
exploración del medio ambiente, inspección de estructuras, 
cartografía y fotografía aérea. Los sistemas multirotores tienen 
una evidente ventaja sobre las aeronaves de ala fija para 
diversas aplicaciones debido a su capacidad de aterrizaje  y 
despegue vertical.  Poseen además una gran maniobrabilidad y 
son más fáciles de fabricar. Por estas ventajas, los UAV han 
despertado un gran interés en la investigación [1,5]. Sin 
embargo, se caracterizan por un alto nivel de complejidad, alta 
dimensión del espacio de estados, múltiples entradas y salidas, 
incertidumbres paramétricas y dinámica no modelada. La 
inercia varía como resultado de las perturbaciones de viento y 
el efecto suelo. Entonces, se necesita una ley de control que se 
adapta a las condiciones cambiantes.  

El control de modo deslizante se ha aplicado ampliamente 
para controlar UAV, por ejemplo los cuatrirrotores. La ventaja 
de este enfoque es su insensibilidad a los errores del modelo, 
incertidumbres paramétricas, la capacidad de estabilizar el 
sistema globalmente y otra perturbaciones [6]. En [7] se utiliza 
el control de modo deslizante para una clase de sistemas 
subactuados y utilizó un cuatrirrotor como un ejemplo de 
aplicación, en [8], los autores presentan un método continuo 
de control de modo deslizante basado en la linealización por 
realimentación aplicado a un cuatrirrotor UAV, En [9] 
presenta un nuevo controlador basado en backstepping y 
técnicas de modo deslizante técnicas para un cuatrirrotor,  

En este trabajo se presenta el control de seguimiento de 
caminos para un bicóptero UAV, si bien en la literatura se 
encuentran muchos trabajos para los cuatrirrotores, el diseño 

para los multirrotores tipos bicópteros UAV aún se encuentran 
en desarrollo. Se diseñan un controlador cinemático y otro 
dinámico, ambos mediante la técnica de modo deslizante, y al 
controlador dinámico se le agrega una red neuronal para 
compensar las partes no modeladas.  
 

II. MODELADO DEL BICÓPTERO USANDO LA APROXIMACIÓN 

DE EULER-LAGRANGE 

 
El modelado del bicóptero UAV (Fig. 1) consiste de dos 

marcos de referencias, el marco de referencia de la tierra <T> 
representado por la variables x, y, z, y el marco de referencia 
del cuerpo <C> representado por las variables xc, yc, zc. Desde 
ambos marcos de referencias se seguirá el sistema de 
coordenadas de la mano derecha. El origen del marco del 
cuerpo está ligado al punto O en el fuselaje. El eje positivo del 
eje xc apunta hacia el frente del fuselaje, el eje positivo del eje 
yc apunta hacia el motor izquierdo (motor 1) y el eje positivo 
del eje zc está apuntando en la dirección hacia arriba. El 
sentido positivo de las tres variables angulares, rolido (φ), 
cabeceo (θ) y orientación (ψ) se decide por la rotación de la 
mano derecha alrededor de los ejes positivos x, y, z 
respectivamente. 
Por tanto, las coordenadas generalizadas para la 
representación del modelo del bicóptero son q=[x, y, z, φ, θ, 
ψ] T, donde (x, y, z) representa la posición del centro de masa y 
(φ, θ, ψ) representa la orientación del bicóptero en el marco de 
la tierra <T>. 
 

 
Fig. 1: Prototipo de bicóptero construido y su sistema de 

coordenadas. 
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A. Matriz de rotación para la transformación del marco 
(C) al marco (T) 

 
La relación entre cualquier vector vc en el marco <C> con 

un correspondiente vector vT en marco <T> está dada por: 
 

 vT=Rvc (1) 
 

donde R es la matriz de rotación del marco <C> con respecto 
al marco <T>, la cual se puede expresar como 
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(2) 

cθ y sθ son formas abreviadas de cos(θ) y sen(θ) 
respectivamente. 
 

B. Fuerzas y torques actuantes en el cuerpo 

 
Las fuerzas que actúan en el bicóptero incluye la fuerza 

hacia adelante a lo largo del eje positivo xc, dada por 
 

 ( ) ( )xc D D I IF f sen f senα α= +  (3) 
 

y la fuerza vertical actuando a lo largo del eje positivo de zc, 
dada por 
 

 cos( ) cos( )zc D D I IF f fα α= +  (4) 
 

donde fD, fI son fuerzas ejercidas por los motores derechos e 
izquierdos respectivamente, y αD y αI son los respectivos 
ángulos de cabeceo con la dirección positiva en xc. La fuerza 
de traslación en la dirección yc es igual a cero. Por lo tanto el 
vector de fuerza total en el marco <C> está dado como 
 

 Fc=[F xc, 0, Fzc]
T (5) 

 

Los torques aplicados el cuerpo, expresados en el marco 
generalizado, los cambios de φ, θ, ψ son mediante τφ, τθ, τψ 
respectivamente, y se expresa mediante 
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donde l es la distancia de cada motor el centro del bicóptero y 
h es la distancia vertical al centro de gravedad desde el punto 
O. 

Usando Euler-Lagrange [10], la relación entre las fuerzas 
en el marco <C> dada en (5) y las fuerzas en el marco <T> 
está dada como 
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Entonces la ecuación del movimiento de traslación es 
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(8) 

 

La cual expandiéndola toma la forma 
 

( ) ( )xc zcmx c c F c s c s s Fψ θ ψ θ φ ψ φ= + +ɺɺ
  

( ) ( )xc zcmy s c F s s c c s Fψ θ ψ θ φ ψ φ= + −ɺɺ
 

(9) 

( )xc zcmz s F c c F mgθ θ φ= − + −ɺɺ
  

 

Las ecuaciones del movimiento rotacional se pueden 
obtener de la forma 
 

( ) ( , )M CΘ Θ + Θ Θ Θ = Γɺɺ ɺ ɺ

 (10) 
 

Donde Θ=[ φ, θ, ψ] T, M(Θ) es la matriz de inercia , ),( ΘΘ ɺC  
es la matriz compuesta de las fuerzas centrífugas y 
giroscópicas asociadas con φ, θ ψ, [11]  y Γ está dado en (6). 
 

III.  DISEÑO DEL CONTROLADOR CINEMÁTICO 

A. Modelo del bicóptero en un plano a altura constante 

 
Si al vehículo aéreo se lo mantiene a altura contante, con 

cabeceo y rolido en cero, es decir z=zd=cte, φ=φd=0, θ= θd=0, 
se podrá realizar la navegación en un plano. En ese plano, la 
posición y orientación del vehículo, están caracterizados por el 
vector q = (x,y,ψ) donde x e y son las coordenadas del centro 
de masa y ψ es el ángulo de orientación del vehículo, esto es, 
el ángulo entre el eje x y el eje principal del vehículo. 

El movimiento del vehículo está descripto mediante las 
siguientes ecuaciones: 

Modelo cinemático 
cos( )

sin( )

x v

y v

ψ
ψ

ψ ω

=
=
=

ɺ

ɺ

ɺ

 (11) 

Modelo dinámico 
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Donde v es la velocidad de desplazamiento y ω es la 
velocidad angular. La ecuación (11) corresponde a un sistema 
con restricciones cinemáticas no holonómicas porque 
involucra las derivadas de las coordenadas del vehículo y estas 
son no integrables. Son válidas para un vehículo que se mueve 
en un plano suponiendo que no hay deslizamiento. 
 

B. Modelo cinemático de seguimiento de caminos  

 
Siguiendo el esquema de la Fig. 2, los errores de posición 

del vehículo respecto a un camino son 
),()~,~( ψψψ −−= dd yyy . Las ecuaciones se deducen de la 

siguiente manera: 



 

d

d

y y y y

ψ ψ ψ ψ
= − = −
= − = −

ɺɶ ɺ ɺ ɺ

ɺɶ ɺ ɺ ɺ
 (13) 

 
 

 
Fig. 2. Problema del seguimiento de caminos.  

Usando (11), las ecuaciones del sistema ( , , , )y vθ ωɶɶ  

quedan establecidas como: 

 sin( )y v ψ= −ɺ ɶɶ  (14) 

 ψ ω= −ɺɶ  (15) 

 
La velocidad lineal se mantiene constante, por lo tanto 

v=vc. 
 

C. Control de seguimiento de caminos con perturbaciones 
vía modo deslizante 

 
La velocidad del viento (Wx, Wy) se agrega como 

perturbación  en (11), quedando: 
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Las nuevas ecuaciones del sistema ( , , , )y vθ ωɶɶ  quedan 

establecidas como 
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Ahora, teniendo en cuenta la velocidad el viento en el eje 

X, la velocidad de referencia será: vrefm=vref-Wx 
Para realizar el control vía modo deslizante, se define 

WyMax como el valor máximo del viento en el eje y. 
El plano deslizante se propone como: 

 c cS yψ λ= +ɶ ɶ  (18) 
 

Donde λc es una constante. Derivando e igualando a cero: 
 

 0c cS yψ λ= + =ɺɺ ɺɶ ɶ  (19) 

Reemplazando los valores de yɺ~ e ψɺ~  en (19): 

 

 sen( ) 0c c c yS v Wω λ ψ λ= − − − =ɺ ɶ  (20) 
 

Teniendo en cuenta (20) se propone la siguiente acción de 
control 

( )sin( )ref c c yMax c cv W sign S kSω λ ψ λ= − + +ɶ
 

(21) 

La función candidata de Lyapunov propuesta es: 

 21

2 cV S=
 

(22) 

Derivando y reemplazando cSɺ  

 ( )sin( )c c c c c yV S S S v Wω λ ψ λ= = − − −ɺɺ ɶ  (23) 

Reemplazando la ley de control propuesta queda 

( )2
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c c

c c yMax c c y c

V S S

kS W S sign S W Sλ
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 (24) 

Ya que yMax yW W> , entonces el sistema de control es 

estable. 
 

IV. DISEÑO DEL CONTROLADOR DINÁMICO  

A.  Formulación del Problema 

EL controlador dinámico, implementado como una red 
NN, recibe las referencias de velocidad linear y angular que 
son generadas por el controlador cinemático (21) 

( ),
T

ref ref refv ω=x , el controlador dinámico produce otro par de 

comandos de velocidad Linear y angular que son enviados al 
UAV ( ),

T
v ω=u , como se muestra en la Fig. 2.  

 

Figura 1: Estructura de control de NN-SMC 

El sistema dinámico del UAV (12) puede ser escrito de la 
siguiente forma 
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(25) 

 
Para que (25) sea controlable, se requiere que g(t)≠0, sin 

pérdida de generalidad, se considera que el UAV es un sistema 
dinámico BIBO. Siendo  g(t)=cte. y δ (t) es una incertidumbre 



 

dinámica desconocida la cual es variante en el tiempo, donde 
δMax, es la cota superior. 
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(27) 

 

son el vector de estados de salida, el vector de entrada, el 
vector de incertidumbres dinámicas y los parámetros del 
modelo. El error de seguimiento es definido como: 
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(28) 

 
B. Control de Modo Deslizante 

 
El objetivo es el diseño de un controlador neuronal 

adaptable el cual garantice la convergencia de todas las 
variables  para el sistema de lazo cerrado durante el 
seguimiento para una señal de referencia acotada xref. 

El método de linealización por realimentación neuronal el 
cual está basado en un modelo RBF NN puede resolver esta 
clase de problema de control [12]. 

El propósito de la ley de control obtenida  por técnica de  
modo deslizante es el seguimiento de una trayectoria del 
sistema no linear a una superficie especificada previamente 
(definida por el diseñador) en el espacio de estados y 
manteniéndola en esta superficie por el tiempo subsecuente, 
[12], [13], [14]. 

Una superficie deslizante para un sistema MIMO puede ser 
definida en función del error de estados S(x) de (28). 
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(29) 

 
La derivada de la superficie deslizante S(x) es: 
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 (30) 

donde λi es una constante estrictamente positiva. Donde el 
problema de control equivalente es la construcción de la 
acción de control u(t) tal que: 

 

-S(x) es alcanzado en un tiempo finito tS 
-S(x) =0; para todo t>tS 

La solución para el problema de control equivalente es la 
selección de una acción de control que: 
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donde Si es una fila de la matriz S: 
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En el diseño del sistema de control en modo deslizante, 
primero, se obtiene la ley de control ideal equivalente u*, la 
cual determina la dinámica del sistema  sobre la superficie 
deslizante. La ley de control ideal equivalente es obtenida de  
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sustituyendo (30) en  (33), se obtiene 
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Ahora, considerando el sistema no lineal con 
incertidumbres (25) tratado en [12], definiendo la ley de  
control u* que garantice la condición de deslizamiento de  
(32), está compuesta por un control 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,v reft diag t t tωλ λ−  = − − + u g e δ xɺ  y un término con 

una discontinuidad uS=-ηsign(S) definido por: 
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donde 
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Se propone la función candidata de Lyapunov como: 
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Diferenciando (37)  con respecto al tiempo 
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reemplazando (35) en (38).  
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entonces, dividiendo cada termino en (39) por │Si│e 
integrando ambos lados sobre el  intervalo 0 ≤ t ≤ tS, donde tS 
es el tiempo requerido para alcanzar S, se obtiene 
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de esta forma, destacando que Si (tS)=0, tiene 
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y consecuentemente, el tiempo finito de  convergencia a la 
superficie deslizante S. 
 
 

C.  Ley de ajuste del sistema neuronal 
 

En los sistemas reales, g, δ(t) y η son desconocidos y la 
función sgn(S) no es continua. Entonces es imposible de 
generar la ley de control (35). Para sobre poner estas 
dificultades, se utiliza un sistema neuronal para 

( )* * *ˆ , , ,δ δ δςδ S θ c  y ( )*ˆ gg θ  para aproximar respectivamente, 

δ(t), g y el termino de estabilización (η sgn(S)). La función 
gaussiana es usada como la función de activación de cada 
neurona en la capa oculta (42). 
 

 ( ) ( ) ( )( )2
i i i i i

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , exp
T

ξ ς ς= − − −S c S c S c , (42) 
 

donde i es la iesima neurona de la capa oculta, ci es la posición 
central de la iesima neurona, y  es el  factor de apertura de la 
función Gaussiana.  

La estructura de RBF-NN es mostrada en la Fig. 3. 
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Fig. 3. Red de Funciones de Base Radial  

 

Considerando las aproximaciones, la ley de control se 
escribirá como u, que puede ser aproximada por una red  
RBF-NN a través de entrenamiento en línea, 
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donde δθ (m x j ) and (m x 1) son los vectores de parámetros 

de pesos óptimos y las funciones  de base , 

respectivamente; y  son los vectores de parámetros  
óptimos de los centros c y factores de apertura , 
respectivamente; y uS es el término de estabilización. Sin 
embargo, los vectores  de parámetros óptimos son 
desconocidos, por lo tanto es necesario estimar sus valores. 
Definiendo una función de estimación.  
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donde ̂ δθ es una vector de parámetros estimados δθ  y  ĉ  y  ς̂   

son vectores de parámetros estimados de c y ς , 

respectivamente del vector función ξ̂ . 

Donde gθ y δθ son pesos neuronales y ganancias del 

sistema de aproximación adaptable,( )ˆˆ
gg θ , ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,δ δ δςδ S θ c  

respectivamente, y pueden ser expresadas por: 
 

 

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

2
i i i i
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2
i i i i

1

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , ...

ˆ ˆ ˆ ˆexp

,
ˆ ˆ ˆ ˆexp

v

T

m TT

i

m TT

i
ω

δ δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ δ

ς

θ ς

θ ς

=

=

= =

 − − − 
 =
 

− − − 
 

∑

∑

δ S θ c θ ξ x

S c S c

S c S c

 
(45) 

y 

 ( )ˆ ˆˆ ,T
g g=g θ θ  (46) 

 

donde  2ˆT xm
δ ∈θ ℝ  (m=5) y 2 2ˆT x

g ∈θ ℝ  

La ley de control global está dada por la ecuación (43), y 
definiendo el mínimo error de aproximación como:  
 

 ( ) ( ) ( )* * * *ˆˆ , , ,g t δ δ δς = − + − ε g g θ u δ δ S θ c . (47) 
 

Ahora, usando (30) y considerando la dinámica del modelo 
de UAV (25) puede ser escrita como:  
 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
,

,

v ref

v ref

diag t

diag t t t

ω

ω

λ λ

λ λ

= + −

= + + −

S e x x

e gu δ x

ɺ ɺ ɺ

ɺ

 (48) 

 

Reemplazando la acción de control propuesta en (43) en 
(47)  
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ω
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S e δ δ S θ c
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(49) 

Considerando que 
 



 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
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(50) 

donde  gθ
ɶ , δθ
ɶ  y ( )ξ Sɶ

 

son definidas como: 

 

( ) ( ) ( )

*

*

*

ˆ

ˆ

ˆ
g g g

δ δ δ
 = −
 = −
 = −
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ɶ
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(51) 

Sɺ  puede ser aproximada por 
 

 
( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ ...

.

T T T

T
g S

δ δ δ= + + +

+ + +

S θ ξ x θ ξ x θ ξ x

θ u ε u

ɺ ɶ ɶɶ ɶ

ɶ

 (52) 

 

Usando una aproximación para la función 

( ) ( )* * * ˆ ˆ ˆ, , , ,δ δ δ δ δ δ= −ξ ξ S c ς ξ S c ςɶ . Para tratar con ξɶ , la expansión en 

serie de  Taylor de *ξ  esta tomado sobre * ˆ=c c y * ˆ=ς ς  
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δ δ δ δ δ
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(53) 

 

Donde ρ indica los argumentos de orden elevado en una 
expansión de la serie de Taylor, y Ξ y Φ son derivadas de 

( )* * *, ,δ δ δξ S c ς  con respecto a *
δc  y *

δς  en el punto ( )ˆ ˆ,δ δc ς . Estos 

son expresados como: 
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(54) 

 

( )ξ Sɶ  puede ser expresado como 
 

 ( ), ,T T
δ δ δ δ δ δ δ δ= + +ξ Ξ c Φ ς ρ S c ς .ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  (55) 

 

De (54) el término de orden elevado ρ está acotado por: 
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1 2 3
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T T
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δ δ δ δ
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(56) 

 

donde κ1, κ2, y κ3 son algunas  constantes de cota, debido al 
hecho de que las redes RBF y sus derivadas están siempre 
acotadas por valores constantes. 

Reemplazando (54)  en (51)  
 

 
( )( )ˆ ˆ ˆ ...T T T T T

T
g S

δ δ δ δ δ δ δ= + + + +

+ + +

S θ ξ x θ Ξ c θ Φ ς ∆

θ u ε u .
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 (57) 

 

Consideración 1: Donde la incertidumbre  

( ) ( )ˆ , ,T T
δ δ δ δ δ= +∆ θ ρ S c ς θ ξ Sɶɶɶ ɶ  se considera acotada por

Max≤ ∆∆  

Teorema Considerando el sistema no linear con 
incertidumbres (25) y considerando (39)-(41). Entonces el 
controlador definido por (44) y (56) asegura la convergencia 
en un tiempo finito  del error de seguimiento hacia la zona 
acotada y su convergencia exponencial a hacia la región 
acotada Λi 
Prueba: Creando una función candidata definida positiva de  
Lyapunov, puede ser definida como: 
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(58) 

Donde SΛ es una medida de la distancia  del estado actual 
con respecto a la zona acotada, y puede ser calculada como 
sigue: 
 

 ( )
( )

i
i i i

i

i i i
i

i i i i i

S
S S sat

sign S if SS
sat

S if S

Λ

 
= − Λ  Λ 

 ≥ Λ  =  Λ Λ < Λ   .

 
(59) 

La presencia de un término discontinuo en la ley de control 
conduce al efecto bien conocido del “chattering”. Con el fin de 
evitar estas oscilaciones de alta frecuencia, las cuales son no 
deseadas en la variable controlada, la función de signo puede 
ser sustituida por una función de saturación, similar al 
realizado por [15]. Esta sustitución suaviza la discontinuidad 
de control e introduce una delgada capa acotada SΛ sobre las 
proximidades de la superficie de deslizamiento. 

 ( ){ }i i i i i ,S e S eΛ = ∈ ≤ Λℝ
 (60) 

 

donde Λi  es una constante estrictamente positive que 
representa el espesor de la zona acotada.  

Diferenciando  (59) con respecto al tiempo y considerando  
que SΛi=0 dentro de la zona acotada y 

i iS = SΛ
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 (61) 

 
Substituyendo (58) en Vɺ y considerando uSi=-

(εMax+∆Max)sign(SΛi)=-ηsign(SΛi)  
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(62) 



 

reacomodando,  
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(63) 

y. 
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(64) 

 

haciendo,
i ig g=θ θ
ɺ ɺɶ  ,

 i iδ δ=θ θ
ɺ ɺɶ and 

i i i i,δ δ δ δ= =c c ς ςɺ ɺɺ ɺɶ ɶ la ley de 

adaptación de parámetros  debería ser elegida como 
 

 ( )i 1 i ,Sδ γ Λ= −θ ξ Sɺ  (65) 

 i 2 i ,g Sγ Λ= −θ uɺ  (66) 

 ( )3 i i
ˆ ,

i v

S
ω

δ δ δγ Λ
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 ( )4 i i
ˆ ,

i v

S
ω
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Para hacer   0V <ɺ  substituyendo (65), (65), (57) y (68) en 

(61)  
 

 2 i i i i
i

0,
v

V S S
ω

η εΛ Λ
=

  = − + + ∆ ≤    
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Lo cual implica  V2(t)≤V2(0) y que  SΛi es acotado. De la 
definición de us, puede ser fácilmente verificado que S está 
acotada. Considerando (26), puede ser verificado que e es 
también acotado. Sin embrago (27) implica que es también 
acotado. 

Este resultado produce un mejor control del bicóptero 
UAV ya que las velocidades de error del controlador dinámico 
tiende a cero y los errores de posición del controlador de la 
cinemática también tiende a cero. 
 
 
 
 

V.  RESULTADOS DE SIMULACIONES  

Se desea recorrer el camino en un ambiente exterior marcado a 
través de puntos de paso como se muestra en le Fig. 4. Los 
valores del controlador cinemático son: λ=3, K=4, 
WyMax=1m/s. En la Fig. 5 se muestra la trayectoria seguida por 
el Bicóptero y en la Fig. 6 la acción de control. Se puede 
apreciar que en la fig. 5 la trayectoria seguida por el Bicoptero 
UAV mapea perfectamente a la referencia con un mínimo 
error. La figura 6. muestra la acción de control con un mínimo 

efecto ‘chattering’ el cual ha sido reducido por el ajuste de los 
parámetros de ambos controladores. 
 

 
Fig. 4: Ejemplo de camino para recorrer un cultivo. 

 

0 20 40 60 80 100 120 140
-10

0

10

20

30

40

50

60
Camino

X [m]

Y
 [

m
]

 

 

Camino UAV

Referencia

 
Fig. 5: Camino recorrido por el UAV 
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Fig. 6: Acción de control. 

VI.  CONCLUSIONES 

El control de modo deslizante mejora la estabilidad del 
sistema global contra perturbaciones, como el viento y 
mantiene el desempeño del sistema de control. Mientras el 
control dinámico compensa los posibles errores de modelo que 
pueden afectar al sistema, el cual no requiere un conocimiento 
previo del mismo. Además podría aplicarse en modelos 



 

dinámicos con parámetros variantes en el tiempo (variación de 
masa o inercia). Con este diseño se obtiene robustez en el 
sentido de que el mecanismo de ajuste automático puede 
ajustar al controlador neural mediante el uso de un algoritmo 
de aprendizaje, y la estabilidad asintótica global del 
controlador se establece a través del criterio de estabilidad de 
Lyapunov. 
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