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EJERCICIOS DE TRANSFORMACIONES LINEALES

1 0 a
51) Dada lamatrizz.  A=|Db 1 0
0 -1 1

a) Qué relacion deben cumplir las constantes reales a y b para que la dimension del subespacio
solucion S, = {VX eR*/AX=N } sea igual a uno y encuentre dicha solucion.
b) Para la matriz que obtuvo en el item anterior encuentre el espacio columna y su dimension.
c) Calcule la interseccion y la suma de los dos subespacios anteriores e indique en qué casos son
complementos ortogonales.
Rta:a) ab=1; S, ={x,y,2)eR*/(x,y,2)=(~all)tateR}
52)b) EC(A)={(x,y,2)eR*/x—ay—az =0} ; dimEc(A) =2
53)¢) S, NEC(A) = {0,00)} ; S, ®EC(A)=R®
Son complementos ortogonales si: (a=b=1va=b=-1)

2 1 1
52) Dada la funcion: F:R*>R*/F(X)=AX con A=|0 1 1
0 0 0

a) Encuentre el conjunto imagen de la funcion y justifique porque es un subespacio del codominio.
b) Halle todos los vectores cuya imagen es el mismo vector (AX=X). Cual es la interpretacion
geomeétrica.
Rta.: a) Im(F) = {(x y,z2)eR®/z= O} ,plano que contiene al origen
b) {xv.2)eR®/(x,y,z)=(1-10)tat R } ,recta que contiene al origen

53)Sea T:R® - R*/T(1,0,2) =(0,0,0) ; T(0,3,0) = (-1,2,1) ; T(1,0,0) = (0,0,0)
¢Define una transformacion lineal?;Es Unica?. Justifique su respuesta, y si es afirmativa, halle la
expresion analitica de la transformacion lineal.
Rta.: Si, es Gnica ya que el conjunto {(1,0,2), (0,3,0); (1,0,0)} es una base del dominio de T

1 2 1
T:R®* > R*/T(X,y,2)=|-Zy;=y; =
(X,y,2) [ 3y 3y 3yj

54)Sea T:R®* - R*/T(1,0,)=(0,0,21) ;T(Lal) =(10,0,0) ;T(2,0,a)=(0,—2,0,0)
a) Halle todos los ae R /T define una transformacion lineal Gnica ( Unica para cada valor de a

hallado) .
b) Sea a =1, obtenga la expresion analitica de la transformacion lineal.

Rta.:

a

a) VaeR-{0;2} T:R®* > R*/T(x,y,z) =

(X_ZX—ZZ_ZaX—4Z 2 ax-2z yj
a a-2 a-2 a’ a-

2
b) Sia=1: T:R* 5> R*/T(X,y,z)=(y; —2X+22;-2X -2y +4z;,— X~y +22)




Pagina 17 de 38

55)Sea T:R® > R?:T(x,y,z) =(x—z,3y). Halle el nicleo y la imagen, y una base de cada uno.

Verifique el teorema de las dimensiones.
Rta.: Nu(T) = {(x,y,z)e R® /(x,y,z):(l,o,l)k} ;Brury = 1LOD)} ; dim Nu(T) =1

IM(T) =R? ; B,y =110);(01)} ; dimIm(T) =2 ; dim Nu(T) +dim Im(T) = dim R®

56) Halle la expresion analitica de una transformacion lineal T:R® — R tal que :
Nu(T) = gen {(—2,1,0)} , Imagen T : vectores posicion incluidos en el plano n:x+2y—-3z=0
Rta.: Unadeellases: T:R® > R?/T(x,y,z)=(3x +6y+2z, —z, X +2y)
57) Defina, si es posible, una transformacion lineal T:R* — R? tal que:
T(1,0,01) = (2,0,0) ;T(01,01) = (0,1,0) ; T(0,0,11) = (0,0,1) y cuyo nticleo sea Nu(T) = gen{(0,0,0)}
¢Cual es la dimension del nucleo y de la imagen? Justifique su respuesta. Halle la imagen de T.
Rta.: T:R* —R*/T(10,01) = (2,0,0) A T(0,1,0) = (0,1,0) AT(0,0,12) = (0,0)) A T(0,0,0,1)=(0,0,0)

dimNu(T) = 1; dimIm(T) = 3; dim Nu(T) +dim Im(T) =dimR*; Im(T)=R?

58)Halle a € R tal que exista una unica transformacion lineal que cumpla las siguientes condiciones:
T(0,2,0) = (2.0,2); T(L0) = (012); T(LL1) = (a,13); Nu(T) = {(x,y,2) e R®/2x =~y = 7

Justifique
Obtenga la expresion analitica de la transformacion, su imagen y verifique el teorema de las

dimensiones.
Rta:a=1T:R®* 5> R%/T(X,y,z)=(-2X+y+22;2x -2 ; 2x +Y)

dimNu(T) = 1; dimIm(T) = 2; Im(T) = {(x,y, 2) e R*/(x,y,2) =(1,0,1)t, +(2,-1,0)t, At,,t, € R}

% a 0
59) Sea lamatriz A=| 0 -2 1
1 1
X
a) Halle acR talque T:R® > R?®/T(x,y,z)=A| y| sea una transformacion lineal cuyo ntcleo
z

tenga dimension distinta de cero.
b) Con el valor de a obtenido anteriormente, halle la expresion analitica de la transformacion lineal y

una base de su imagen.
Rta.: a)a=1

b) T:R®—>R%/T(X,Y,2) =(%x+y -2y +7; x+zj; B =14.-2,0); (0,1,1)}

60) Sea = el plano que contiene al eje “z” y al punto (1,2,1). Defina una transformacion lineal

F:R® > R>* que verifique:
Nu(F)cn e Im(F)={M e R®®/ M es simetrica y de traza nula}
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Obtenga la expresion analitica de F y el ndcleo.
Rta.: Una de ellas es:
X
F:R® >R>?/Fy =® ij : Nu(F) = {x,y,2) e R®/(x,y,2) = (0,0,)1}

z

01 -2 : . -
61)Sea My, = (1 0 J la matriz asociada a la transformacién lineal T:R® — R? en las bases

B, ={(1,0,0) (-110) (0,0,3)} ; B, ={(L1) (0,2)}. Halle la expresion analitica de la transformacion,
nucleo, imagen y una base de cada uno.
Rta.:T:R°® > RZ/T(x,y,z):(y—gz , 2x+3y};
NU(T) = {(x,y,2) e R®/(x,y,2) =(-323)A AL e R} ; By = {(=3.23)} ; dim Nu(T) =1
Im(T) = R?; Bpy, = {L0)(01)} ; dimIm(T) =2
62)Sea T:R®—>R?*/T(Xx,y,2)=(x-2z,y+3x) y las bases

B, = {01 (-21}
a) Halle la matriz asociada a la transformacion lineal en las bases Bi, B,
b) Halle las coordenadas, en la base B,, de la imagen por la transformacion lineal del vector

B, = {(-11,0) (0,0,3) (2,0,0)};

u=(312)
19
2 -3 7 5 >
Rta.:a) Mg, = 12 b) {T(uﬂ =1
- 3 -1 B2 | =
2 2

a 1 2
63)Sea T:R® >R* /Mg, =( Lo J y las bases: B, ={(1,0,0);(0,-3,1); (0,0,-2)}

yB, ={(2.0):(0-D)}
a) Halle aeR , siexiste, tal que T(2,01) =(@-5/2)
b) Si a=1, obtenga, utilizando la matriz M , la imagen del vector ( 1,0,-3)

Rta.: @) No existea Vae R:T(2,0,1) = (4a—2,5/2) b) (8;—%)

01

B, = {(£0.0);(-11,0);(0,0,2)}; B, = {L.-1) ; (0.1}
Halle la expresion analitica de la transformacion lineal, ndcleo, imagen y una base de cada uno.

1 01 . . e
64) Sea Mg s, =( J la matriz asociada a una transformacion lineal T:R® — R? en las bases

Rta.: T:R?® —>R2/T(x,y,z)=(x+y+%z , _x+%zj
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NU(T) = {(x,y,2) e R®/(x,y,2) =(1-22)A AL € R} ; By = {L-2,2)} ; dim Nu(T) =1
IM(T) = R?; B,y = {L0)(01)} ; dimIm(T) =2

1 3 0
65)Sea T:R® — R?®/ la matriz asociada a la transformacion lineal es A =|0 2 1 siendo:
1

B1B2
B, ={(2.0,0), (0-2,1), (0,01)} B, ={(0,0,1), (110),(0,0,3)}
a) Sin obtener la expresion analitica de la transformacion lineal, calcule la dimension del ndcleo de la
transformacion lineal.
b) Encuentre la imagen de U = (3,0,1) expresada en la base canonica, utilizando la matriz A.

Rta.: a) dimNu(T) = dimR®- rg(A) =3-3=0 b) T(d)=(119)

66)Sea T:R? > R?/T(x,y)=(x+2y,y, x+y) una transformacion lineal

(1 1)
a) Halle B, : basede R* / M ( T)ps, = L 0 2 J siendo  B,={(110);(%0:1); (011}
0 0

b) Halle una base y la dimensién de la imagen de T.
Rtaza) Bi= {(-1;1);(1;1)} b){(1;1;0);(1;0;1)}, dimIm(T)=2

67) Sea T:V—>W/T(X)= Y una transformacion lineal. Indique si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas, justifique o dé un contraejemplo.
a) Si { X1 ; Xz ....; Xn } es linealmente independiente entonces {T (X1) ; T (X2) ; ....... ;T (X))} es
linealmente independiente.
b) Si A={ X;1; Xz }< V entonces B={ T(X;+Xz)}c Im(T).
Rta: a) Falsa, T:R? >R /T(x;y)=(0,0) ; A={(1;0);(0;1)} es Li. y B={(0;0)} no es L.i.
b) Verdadera

68)Sea T : R?* — R? una transformacion lineal tal que T (x;y) = (2x-y ; V)

2 0
Halle, si es posible, una base B de R*/ M (T) o = [O lj

a
Rta: Existen infinitas bases B, son de la forma B = {{OJ;(b

b
j} con a #0Ab=0

69) Dada la funcion F:R*—R? tal que para todo vector u=(x;y;z)eR?®
F(x;y;z)=uxv donde v=(1—12) vector constante.
Nota: (uxv) producto vectorial

a) Demuestre que F es una transformacion lineal.
b) Encuentre el nucleo y la imagen e interprete geométricamente.

Rta: a) F:R®->Re/F(xy;z)=(2y+z ; —2X+2 ; —X—Y)
b) Nu(F)={(x,y,z)=(1,-1, 2)AaLreR} el niicleo es una recta que contiene al origen y es paralela al
vector (1;-1;2)
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Im(F)={(x,y,2)=(1,1, 0)a+(-2, 0, 1) pAaa;BcR} la imagen es un plano que contiene al origen y es
perpendicular al vector (1;-1;2).Elndcleoy laimagen son complementos ortogonales.
70) La matriz asociada a una transformacion lineal F: R*>—>R? , respecto a las respectivas bases

(2 k\l

canbnicases A = lLZ ZJ

k 2

a) Hallar todos los valores de k para que F sea inyectiva.
b) Parak =0, yunabase Bi= {(1;2);(-1;3)}, encuentre unabase B, de R* tal que la matriz
asociada a F respecto a éstas bases sea:

1 0
C) Mys,=| O 1 | . Justificar
0 0

Rta: a) keR{2} b)B,= {(2;6;4);(-2;4;6);(a;b;c)} tal que a—b+c+0

EJERCICIOS DE AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

10
71)Sea A=
31

a) ¢A es diagonalizable? Justifique su respuesta.
b) ¢Qué vectores permanecen constantes luego de la transformacion lineal?

o))
T:R°>R°/T| |=A
i) y y

Rta.: a) No, dimS,_, =1, no existe una base de R? para la cual la matriz A resulta diagonal.

b) T(szﬁ : J:(O;l)t AteR

72)Si AeR** es una matriz tal que su polinomio caracteristico tiene las siguientes raices A,=2 raiz
simple, A,=-1 raizdobley X,=0 raiz simple. Estudie si A es diagonalizable en los siguientes casos;

en caso afirmativo halle la matriz D correspondiente, y P tal que D = P~'AP. Justifique.
2) S, = gen{(LLL1)} S, = gen{(1;0;1,0);(0;0:0,0)}; S, = gen{(3;2,1,0)}
1 2 3
b)S, = gen{(23:4,5)},S, = gen{(0;1;2,0);(1;2;3:0)}; S; = gen{(1;0;2,0)}
1 2 3

Rta: a) A no es diagonalizable ya que el subespacio propio asociado a A, tiene dimension unoy la
multiplicidad de la raiz es dos.

2 000 2011
0-1 00 3120

b) D= . P= /\|P|;t0
0 0-10 4 2 32

00 0O 5000




Pagina 21 de 38

(4 0 1)
73) Dada la matriz A = L 2 3 2 JasociadaaunaT.L. T:R®*>R*/T(u)=Au
1 0 4

a) Halle los valores propios y los correspondientes espacios propios, una base y dimensiones.
b) Basandose en los autovalores justifique porqueé la transformacion es una automorfismo.
¢) Si la matriz A es diagonalizable, halle la matriz Dy lamatriz P talque: D = P AP

Rta:a) A,=5; A,=3 doble. S,={(X;y;2)eR*/ (x;y;2)=(12}1) a}; Bs:={(1;2;1)};
dimS,; = 152 ={(x;y;2)eR*/ (x;y;2) =(1,0;—1) b+(0;1,0) c} ; Bs>={(1;0;-1);(0;1;0)}; dimS,= 2
b) Como los autovalores no son nulos entonces |D|:|A|¢ 0 por lo tanto el rango de la matriz A es tres

igual a la dimension de la imagen y en consecuencia la dimension del nucleo es cero por el teorema de
la dimension, la transformacién es sobreyectiva e inyectiva (isomorfismo) y ademas es una
transformacion en R® (endomorfismo) por lo tanto es un automorfismo.

500 110

C) D={030|;P={2 01
003 1-10

1 1 1

74)Dada lamatriz A=|1 1 1
1 1 1

a) Encuentre los valores propios y los vectores propios.
b) Existe una matriz P tal que P*AP sea una matriz diagonal?, en caso afirmativo encuentre la matriz
semejante a A que es diagonal.

1 1
Rta.: a) autovaloresO0y3 B=<| O |;| 1];|1 base de autovectores.
-1 -1 1
1 0 1 0 0 0
b)PZ 0 1 1 ;A[B‘B]:D: 0 0 0
-1 -1 1 0 0 3

a b
75) Sea la matriz A:(C dj Demuestre que :

a) Si (a—d)*+4bc >0 entonces A es diagonalizable.

b)Sia=d=1,b=3yc=-1, verifique si la matriz es diagonalizable en R.

Rta.: a) El 1ler miembro de la desigualdad es el discriminante de la ecuacion caracteristica y como es
positivo las raices de dicha ecuacion (autovalores) son reales y distintas por lo tanto los autovectores
asociados son linealmente independientes y constituyen una base para la cual la matriz A resulta
diagonal.

b) A no es diagonalizable ya que la ecuacion caracteristica no posee raices reales.

76) Demuestre que:
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a) Si A=0 es un autovalor de la matriz A entonces A no es inversible.
b) Si A esautovalor de la matriz A entonces A es autovalor de su traspuesta.

Rta: @) [A-Al|=0 A A=0=|A|=0 .. Anoesinversible
b) A es autovalor de A :| A—Al| = |(A-AT)"|=|AT = (AD)T|= |AT =M1 T|= |AT - 21|
Por transitiva de la igualdad: |A—Al| :‘AT —M‘ los polinomios caracteristicos de A y AT son

iguales por lo tanto los autovalores también lo son.

1kl
77)Dadalamatriz A=| 0 1 b | halle losvaloresde b y k reales para que A sea diagonalizable.
002
1)(0)(1 100
Rta.: VbeRAk=0; B=<| 0|1 |;| b :D=010
0)l0)(1 002

78) Demuestre que:
Si dos matrices semejantes entonces poseen los mismos autovalores.
Encuentre un contraejemplo que muestre que el reciproco del anterior no es valido.

Rta.:a) Ay B semejantes =3P/B=P AP=|B-I|=|P" AP-AI =[P~ AP-AP'P|=

=[P AP—P*AP| =[P (A—AI)P|=|P*| A= AI|P|=|P~* | P A= AI|=1 A= AI|=| A-11|
Por transitiva de la igualdad: |B—AI|=|A—AI| los polinomios caracteristicos de A y B son iguales por

lo tanto los autovalores también lo son.

00 01) . . . - .
b) A= (0 OJ y B =(O OJ tienen la misma ecuacion caracteristica: A°=0 y no son semejantes:
AP/B=P ' AP. Dos matrices pueden tener los mismos autovalores y no ser semejantes.
1 0 O
79)Sealamatriz A=|-3 1 0
4 -7 1

a) Verifique si es diagonalizable. Si lo es, halle la matriz P/PAP™ =D
b) Halle todos los vectores de R*®tales que permanecen constantes luego de la transformacion lineal

X X
Ty|=AlYy
Z Z

Rta.: a) A no es diagonalizable, el autovalor es triple (1) y la dimension del subesp. propio es uno.
b) S, ={x.v.2)eR*/(x,y,2)=(0,0)t |
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-2 00
80)Sealamatriz C=| 1 2 1
3 01

Halle los autovalores de la matriz C y determine qué vectores de R®permanecen sin cambio luego de

aplicarles la transformacion lineal T:R® —» R?® /T(J) _Cu
Rta.: autovalores { -2,1,2} S,_, ={(x,y,2)e R*/(x,y,2)=(0,~L1)t |
81) Justifique siesVV o F:
Sea AeR™" diagonalizable: 3P € R™"/ PAP=D entonces A*=PD*P*

Rta.: P'AP=D
Premultiplicamos por P y posmultiplicamos por P™: P(PflAP)P*l =PDP*
Asociatividad del producto: (PP‘l)A(P P‘l): PDP™*
Pleslainversade P: PP =1 (neutro del producto): A=PDP™
A*=(pDP)
A* =|PDP* YPDP* )]PDP* \PDP* ||
Asociatividad del productoy PP =1 At = (PDZP‘1XPD2P‘1)
“ A*=PD'P™*
También se puede expresar como: Si A es autovalor de A entonces X" es autovalor de A%,
a 00
82)Sea A=|1 1 0| obtengatodos losvaloresde a R tales que:
0 0 2

a) Sus autovalores sean distintos. ¢Es diagonalizable para estos valores de a?
b) A tenga un autovalor de multiplicidad 2. ¢, es diagonalizable? Justifique.
Rta.: a) Como A es una matriz triangular los autovalores son los elementos de la diagonal principal

entonces acR—{1;2}. Si ya que los los autovectores asociados a autovalores distintos son
linealmente independientes y constituyen una base para la cual la matriz A resulta diagonal.
b) a=1va=2. Para a=1, el autovalor doble es A =1y dimS,_, =1 entonces A no es diagonalizable.

Para a=2 ,el autovalor doble es A =2 y dimS,_, =2 entonces A es diagonalizable.

83) Sabiendo que la matriz asociada a una transformacion lineal T:R® — R® cumple con:
Es simétrica, T(L0;0)=(2,0;1), T(0;40)=(0;3,0) y el vector (1;1;1) es un autovector.
Encuentre los autovalores y los autoespacios asociados y justifique porque son ortogonales.
Rta.: Autovalores: 2y 3 (doble). Autoespacios:
S,, =En{L0;-1)} ; S, =gen{L01); (0;1;0)} Porque la matriz es simétrica
84) Se desea obtener la proyeccion de un punto cualquiera del espacio sobre el plano n: x+y+z=0

a) Mediante una transformacion lineal cuya matriz asociada resulte diagonal.
b) Mediante una transformacion lineal cuya matriz asociada opere en base candnica.
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c) Compare lo que obtuvo en el item anterior con la proyeccién de un punto sobre un plano visto en
geometria.

Rta.:a) T:R®—R®/T(X)=AX sila base elegida es B ={(1-10);(01-1);(111)}

1 0 0 . 2 -1 -1
Alge) =10 1 0 b) A= 3 -1 2 —1 | matriz standard.
0 0 0 -1 -1 2

c) Siendo P (x",y",2") la proyeccion de P(x,y,z) sobre el plano © entonces:

x) (X
P’(ZX —3y—z ; —x+§y—z ; _X_;HZZJ lo mismo que se obtiene haciendo: Aly [=| Y
z) \z

EJERCICIOS DE CONICAS
85) Sea la ecuacion x*> —y? —2x—-6y—-9=0

Identifique y grafique la curva.

Rta.: (x-1)° —(y+3)* =1. Hipérbola equilatera con centro en C(1,-3)

86)Dada 9 x*+ky”+54 x-2ky+17 =0 encuentre si es posible, k real para que la ecuacion en el plano
corresponda a una elipse de semieje mayor a = 3 y eje focal paralelo al eje y.

2 2
Rta.: k=8; (x;?,) +(y;1) =1

87)Sea lacurva x*—2x+3hy® +9ky =89 que pasa por los puntos A(4,3) y B(4,-3)
Halle h y k reales, identifique y grafique la curva.
2

2
Rta.: h=3Ak=0; (Xg_ol) + i’—o =1. Elipse con centro en C(1,0), eje focal eje X,

radio mayor=a= /90 y radio menor=b=+/10

88) Dada la ecuacion: x? +hy? —4x =0 en R

Qué lugar geométrico representa para los distintos valores de la constante h.

Rta.: Si h<0 hipérbola con centro en C(2,0) y eje focal eje x. Si h=0 dos rectas paralelas x=0; x=4. Si
h>0 elipse con centro en C(2,0), en particular si h=1 circunferencia de radio R=2.

2 2
89) La siguiente ecuacién en R? corresponde a una hipérbola: (X hl 2) — (y i 3) =1

4

a) Escriba la ecuacién de todas las hipérbolas que tengan las mismas asintotas que la dada y el mismo
eje focal.

b) Escriba la ecuacién de todas las hipérbolas que tengan las mismas asintotas que la dada pero que
sean de eje focal paralelo al eje y.

2 2 2 2
SR NuRa VA PR S S VAR I PR
ok ak ok 4K
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90)
a) Halle la ecuacion de una parabola sabiendo que su lado recto tiene una longitud de 4 unidades, su
foco esta sobre el eje y negativo, y el vértice en el origen.
b) Grafique y parametrice la parébola hallada, indicando en el gréafico la direccion en que se recorre la
parabola.

Rta.: a) x* = -4y b)c:?(t)z(x,y):(t,—éj . teR

91) Escriba las ecuaciones paramétricas de la ecuacion cartesiana y*-4x-4y+8=0 para 1< x <2
Identifique y grafique la curva.

Rta.: ¢:r(t) = (x,y)= (1+ %tz : 2+tj . —2<t<2 arco de pardbola recorrida desde A(2,0) hasta

B(2,4), con vértice en (1,2) eje focal paralelo al eje x

92) Sea la curva c:?(t):(x,y):(l—Bcost,2+sent) ; 0<t<2n

a) ldentifique y grafique la curva
b) Reparametrice la curva de modo que recorra el arco que desde A(1,3) hasta B(-2,2)

2
Rta.: a) % +(y—2)2 =1 Elipse con centro en C(1,2) , eje focal paralelo al eje X, radio

mayor=a=3 y radio menor=b=1. b) c: r(t) = (x,y)=(@+3cost,2+sent) ; =<t<n

N a

93)Sealacurva c:r =(1+4cost,1-sent) ; 0<t<2xn
Halle la ecuacion cartesiana, identifique , grafique e indique en qué direccion se recorre.

2
Rta.: % +(y—1)* =1 Elipse con centro en C(1,1) y radio mayor=a=4 y radio menor=b=1. Para

la forma paramétrica la curva se recorre en sentido horario partiendo del punto (5,1).

2 2

94) Parametrice la curva X? + y? =1 de modo que se recorra en direccién antihoraria desde el punto (0,3)

hasta el punto (2,0). Grafique la porcién de curva recorrida.
Rta.: c:?(t) =(x,y)=(2sent, 3cost) ; Ogtsg Elipse con centro en el origen eje focal eje v,

radio mayor a=3 y radio menor b=2.

_1\2 2
95) Parametrice la curva %er_

=1 de modo que se recorra en direccion antihoraria. Grafique la
curva.

Rta.: c:?(t):(x,y)=(1+cost,Zsent) : 0<t<2m. Elipse con centro en C(1,0), eje focal
paralelo al eje x, radio mayor=a= 3 y radio menor=b=2
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EJERCICIOS DE SUPERFICIES

96) Sea la superficie o: Ax®+(A-5)y* =Bz
a) Halle el conjunto de valores A,B € R/oc sea un paraboloide.
b) Si A=5 y B =1identifique y grafique la superficie utilizando sus trazas.
Rta.:a) Ax0AA=5AB=0 b) Cilindro parabolico

97) Sea la superficie : Ax* +B(y—-1)°+C(z+2)* =1

a) Halle A, B, C R tal que:
La interseccion con el plano y =1 sea la curva x* —(z+2)° =—1 vy la interseccion con el plano

_ _1)\2
x =1 sealacurva % +(z+2)*=2 . Grafique e identifique la superficie

b) Grafique e identifique la superficie cuando A = % AB=-1AC=0

Rta..a) A=-1AB= —% A C =1 hiperboloide de dos hojas b) Cilindro hiperbolico

98) Sea la superficie: o: A(x-1)* +By* +Cz* =1
Identifique y grafique la superficie sabiendo que se cumplen simultdneamente:

o (y=0): circunferencia de radio 2
o (z=0): hipérbola de semiejes 2y 3

Rta.: A=C= 1 AB= 1 Hiperboloide de una hoja de revolucion de eje paralelo al eje y .

99) Sea la superficie o: A(x—1)*> + By® +z* =1.

a) Halle A\ BeR tal que:
o (x=1): elipse de eje focal paralelo al eje y , semiejes de longitudes 2 y 1

oM (z =0) :hipérbola tal que una de sus asintotas tiene pendiente m = J2
b) Grafique e identifique la superficie cuando A=1AB=0
Rta.:a) A= 1 AB= % Hiperboloide de una hoja de eje x. b) Cilindro circular de eje // eje y

100) Sea la superficie o : Ax* + (A—-1)y* + 2Az° =1
a) Halle, si existen , todos los valores de A € R tales que la superficie sea:

i) Elipsoide
i) Hiperboloide de una hoja
iii) Superficie cilindrica eliptica

b) Identifique y grafique la superficie si A = %
Rta.: a) i) A>1ii) 0<A<1 iii) A=1b) caso ii) Hiperboloide de una hoja de eje y.

101) Dada la ecuacion x?+b*y?—z*=k? , halle los valores de b y k de manera que la ecuacion

corresponda a:
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a) Un hiperboloide de una hoja de revolucion, cuya traza con el plano x = 3 es una hipérbola
equilétera de semiejes iguales a 3.
b) Una superficie cilindrica cuya traza con el plano z = 1 es un par de rectas

paralelas tales que la distancia entre ambas es 2+/5.
Rta: a) [b|=1Ak|=v18 b)b =0 Alk|=2

102) Analice por sus trazas, identifique y grafique para los distintos valores de Ay B
2

—A2X2—y2 +Z:B
Rta: A=0AB=0 cilindro hiperbdlico. A=B=0 dos planos que contienen al eje x.
A=0AB>0 hiperboloide de dos hojas. A#0AB<0 hiperboloide de una hoja. A=0AB=0 superficie

conica.

, alrededor del eje y .

x=0
z°=y

103) Halle la ecuacién y grafique la superficie generada por el giro de {

Rta: x*+z*=y Paraboloide de revolucion

104) Dada laecuacion x*+Ay’=Bz en R3

Determine A y B de manera que la ecuacién corresponda a:

a) Un paraboloide hiperbélico cuya traza con el plano xy sea un par de rectas perpendiculares,
grafique.

b) Un paraboloide eliptico cuya traza con el plano z = 1 sea una elipse de eje focal eje X, grafique.

¢) Un cilindro parabolico cuya traza con el plano y = -1 sea una parabola con foco en F(0;-1;-1),
grafique.
Rta: a)A=-1AB=#0, b)A>1AB>0, c) A=0 A B=+4

105) Dada la superficie esférica: x*+y®+z°—3x+2y+k=0 vy el plano a: x—y—%:o

Determine el valor de k para que la esfera sea tangente al plano y el punto de tangencia.
Rta: k:E ;T 1;O;O
4 2

EJERCICIOS DE ROTOTRASLACION
106) Sealacurva : x*—6xy +y*+1=0
a) Mediante una rotacién, identifique la curva
b) Grafique la curva en el nuevo sistema de coordenadas, superpuesto al sistema original.

Rta.: a) P=%G _ﬂ ;A[BB=(_§ ZJ ;B={(%;%] ; (_%%]}

=1 Hipérbola con centro en el origen y eje focal eje x".

NG yfz
11
2 4
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107) Sealacurva 5x*—2xy +5y*=1

a) Mediante una rotacion, identifique la curva.
b) Grafique la curva en el nuevo sistema de coordenadas, superpuesto al sistema original.

Rta.: P=%G _ﬂ ;A[BB:(A(; %J ;B:{%;%);(_%;%}

72
+ yT =1 Elipse con centro en el origen y eje focal eje x”.

X2
1
4 6

108) Halle todos los a € R tales que x* +2axy +4y® =1 represente un par de rectas. Grafique para
alguno de los valores hallados.

Rta.: |a|=2 .Sia=2: P=%(12 _fj :A[BB{% %j ?B:{(%;%j ; (_%%J}

A 1 o - .
X'=—=v X'=——— dos rectas paralelas al eje y" y equidistantes del origen.

J5 J5
Si a=-2; P=%(12 _12J ;A[BBz(% (;] ;Bz{%;%j / (_%%j}

s,

1 dos rectas paralelas al eje X" y equidistantes del origen.

1
y=-=vy=
J5 J5

109) Sealacurva: 3x* —8xy —12y® =52 Identifique la curva y grafiquela en el sistema original de
coordenadas superpuesto al nuevo sistema de coordenadas.

. _il —4) _—130__i.i._i-i
Rta.: P_\/ﬁ(4 J ’A[BB_( 0 4} ’B_{(\/ﬁ’x/ﬁj’( \/ﬁ\/ﬁ]}

X {—3 =1 Hipérbola con centro en el origen y eje focal eje y’.

4

110) Para la siguiente ecuacion: reduzca a la forma canénica, identifique el lugar geométrico en R% y
grafique.

X2 +2Xy+y*—8x+8y=0

1 1
Sl 1 -1 20

Rta: B={| 2 ;| 2|l p= i( J ; PlAP:( J . X2 =— 442 y' Parabola
=% J2llo1 00

111) Dada la ecuacion 5x*+4xy+8y*+8x+14y+5=0 en R?lleve a la forma candnica, identifique y
grafique.

o2

X"'=X'+—

o Xy y 5
Rta: Elipse T+T=1 ecs. de traslacion

4 16 Y
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112) Dada la ecuacion 16x*+kxy+9y?+50x—100y+50=0 en R?
a) Halle keR de manera que la ecuacion corresponda a una parabola.
b) Para el valor de k < 0 obtenido en a), lleve a la forma candnica y grafique.

1(3 -4 0 O 34 4 3
Rta: a) |k|=24b) P== A= Bo)3.4) . (A3 ooy
* 2 |k=24 ) 5[4 3) Ao (0 25) ’ {[55j( 5’5j}y g

113) Dada laecuacion 2xy —4x =1 en R? lleve a la forma candnica, identifique y grafique.
1 -1 1 0
-5l Prels ) )
2l 1 0 - 2'72) 22
X'—

XII
y'=y

[

N

X||2_

y''?=1 ecs. de traslacic')n{ Hipérbola equilatera
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PARCIALES Y RECUPERATORIOS

1)
Dada la transformacion lineal: T:R® - R*/T(x;y;z)=(x—y;ax—ay; X +ay; X —y +az)

a) Halle los valores de la constante “a”, si existen, tal que la transformacion resulte inyectiva.

b) Paraa = -1, encuentre todos los vectores de R®, que tengan por imagen al vector (1,-1,1,1).

2
) a) Encuentre la matriz (A) que caracteriza a una transformacion lineal T que cumpla con:
T:R* > R¥/Nu(T) = {(x,y,z)e R3/(x,y,2) = (L—],Z)t} y YueS: T(u)=3u
Siendo S={(x,y,z)eR®/x—2 =0}
b) Basandose en las caracteristicas de la transformacidn dadas anteriormente, justifique porque la
matriz asociada a la TL (A) es diagonalizable y halle: P R¥® y De R**/P'AP=D

3) Dada la ecuacién: x? +ky? -8y =0 en R?
a) Analicela e identifique el lugar geométrico para los distintos valores de la constante “k”.

b) Para k =4 grafique la curva y halle una forma paramétrica.

4) Lasiguiente ecuacién x? +A(z —1)? = By en R® representa una superficie, en qué casos se trata de:

a) Un paraboloide de revolucion, indique el eje de giro y grafique.

b) Un cilindro parabdlico recto cuya interseccién con el plano y = 2 sean dos rectas que se encuentran
a una distancia igual a 2 del plano x = 0, grafique la superficie y las rectas.

5) Indique V o F, justifique o0 muestre un contraejemplo segun corresponda:
a) Si A?= A ya esautovalor de A entonces A* es autovalor de A.
b) Si el rango de una matriz cuadrada es menor que el orden entonces dicha matriz no es
diagonalizable.

RESOLUCION
1) a) T es inyectiva sii diimNu(T) =0 y dimNu(T)+dimIm(T) = dimR? entonces

dimIm(T) =3 =rg(A) ; T es inyectiva sii rg(A) =3

1 -1 0 1 -1 0

rg a - 0 =g 0 0 ~rg(A)=3<a+1#0Aa=0
1 a 0 0 a+l O
1 -1 a 0 0 a

T es inyectiva sii aeR—{-10}
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1 -1 o1 (1 -1 0|1
1 1 o 1l|o 0 00| (x-y=1|""
y=-1+t
)1 -1 o1 ]o o0 o|o{ =0 |” |
1 -1 1] 1) |0 0 -1] 0

C= {(x,y,z)e R®/(x,y,z)=(0,-1,0) + (1L,1,0) t}
C no es subespacio de R® ya que el vector nulo no pertenece al conjunto (no es espacio vectorial).
2) a) Bs={(1,0,1);(0,1,0)} basedeS
T(1,0,1)=(3,0,3) ; T(0,1,0)=(0,3,0) y T(1,-1,2)=(0,0,0)

1 0 113 0 3) (1 0 113 0 3

0 1 0|0 3 0| |0 1 0olo 3 0

1 -1 2|0 0 0) (o 0 1]-3 3 -3
3°f —1°f + 2°f

1 0 0|6 -3 6 6 0 3

0 1 0|0 3 0| >A=| -3 3 3

0 o 1|-33 -3 6 0 -3

b) (1,-1,2) autovector asociado al autovalor 0; (1,0,1) y (0,1,0) autovectores asociados al
autovalor 3 y { (1,0,1); (0,1,0); (1,-1,2)} base de R®, por lo tanto A es diagonalizable, siendo:

1 0 1 3 0o 0
P=|0 1 -1 |yD=|0 3 0
2 O 0 o0

3) a) x* +ky> -8y =0
Sik=0 x*=8y Parabola

: 8 16) 16
Si k=0 : xX*+kly’——y+— |==
(y K kZJ K
Y—iz
) 4 16 X k) ol 4
X +k(y kj = 16 + 16 =1 Conica con centro en C O,k
k k?

Si k<0 : hipérbola de eje focal paralelo al eje y

Si k>0 : elipse (en particular si k=1 circunferencia de radio=4)
2

b) Si k=4 : %Jr(y—l)2 =1 Elipsecon centro en C(0;1)yeje focal // eje x
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X =2Cc0st
{ 0<t<2n

y =1+sent

4)
a) x? +A(z-1)? =By Paraboloide de revolucion A=1y B#0
Eje de giro paralelo al eje y

Gréfico Caso B>0

b) x? +A(z-1)? =By Cilindro parabdlico recto A=0y B=0

X =+/2B X =—/2B

=2
{yz B B>0 r:qy=2 r:qy=2 N2B=2=B=2
= z=\ z=

2

Cilindro parabdlico recto A=0y B=2 X =2y
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\R
____________ T== v
——
—
5 a)V
A=221] = [A? =221 =[(A-21) (A+2D) Ipm;detwm o=

1)

2)

3)

4)

5)

0

=0[(A+A)[=0 por transitiva de la igualdad |A—2’1|=0=>2’ es autovalor de A

b)F , contraejemplo N2y, el rango es cero, el orden es dos y es diagonalizable en cualquier base.

PARCIAL B

Encuentre un endomorfismo T:R® - R?/T(X)=AX con A eR>?® gue cumpla con:
Todos los puntos del plano ©: X+ Yy+z =0 tengan por imagen un punto del plano o.:x =2

y la dimension del nucleo sea igual a 1.

Sea T:P, > P, /T(a0 +a, X +a,x’ +a3x3) =a, +2a,X +3a,x> una transformacion lineal. Halle:

a) La matriz standard asociadaa T.

b) Los conjuntos nacleo e imagen como combinacién lineal de una base y sus dimensiones.

Dada la ecuacion: x? +ay? +by=c enR?

a) Halle el valor de las constantes reales “a”, “b” y “c” tal que corresponda a una circunferencia
con centro en (0;2) y que contenga al punto (1,1).

b) Para a=c=-1, analice e identifique la curva.

Sea la curva € definida en forma paramétrica por: C: (x; y): (S—t2 ; 1+ t) A-1<t<2

Grafique e identifique la curva.

Dada la ecuacion: x> —y? +z> =A enR®.
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a) ldentifiqgue mediante sus trazas para los distintos valores de la constante A.

b) En un mismo gréfico represente las superficies que se obtienen paraA=-1, A=1yA=0.

RESOLUCION

1) Una solucion puede ser:

={0.0-2):(01-2); ; B, ={111).(020); A By, ={(0.01)}
T:R® > R*/T(10,-1)=(111) A T(01-1)=(010) A T(0,0,1)=(0,0,0)
2) a)
121)):_01 0o 1 0 0
IS
T(x*)=3x? ° °
b)

rg(A) =3=dimIm(T) .. Im(T) =P,; B,, = {1;x;x2}
dim Nu(T) + dim Im(T) = dim(P,) = dim Nu(T) =1
a, =0
Nu(T):<a, =0 ..
a, =0

Nu(T) ={vp(x) e P,/p(x) =ara eR}; dimNu(T) =1, B, ={1}
Im(T) =P, ; dimImT)=3; B,, = {1:;x;x2 }

3)a)

b2 b2
Circunf .a=1: x +[y +by+7j_c+T

) b\’ b? _ b
XFH Yo | = ;Centro (0,2):—5:2.'.b:—4

24(y-2)P=c+4 ;(;1)eC=>2=c+4..c=-2

a=lAab=-4rc=-2
x*+(y-2) =2
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b)

2
Si —1+b7 # 0 hipérbola con centroen (O;g)

2
Si —1+b7 =0 dos rectas concurrentes en (0;%) asintotas de las hipérbolas anteriores

b=-2vb=2: Ll:x—(y—gj:O;L2 :x+[y—gj:0

—2<b<2: Hipérbolas de eje focal eje x
b <—-2vb>2 Hipérbolas de eje focal paralelo al ejey

4)
_3_¢2 t=y-1
X=3-1 ists2! Y , A-l<t<2
y=1+t x=3-(y-1)
(y—1f =—(x—3) A 0<y <3 Parabola con vértice en V(3;1) y eje focal y=1
3,5 7
2 1 0 :;. 2 3 4

5)a)

A<0 : Hiperbolide de dos hojas de revolucion de eje y

A>0: Hiperbolide de una hoja de revolucién de eje y




1)

2)

3)

4)

5)

1)
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A=0: Cono asintotico de los hiperboloides.

PARCIAL

Construya un endomorfismo T de R* que cumpla con:

Nu(T) = Im(T) =S /\ScW:{(xl,xz,x3,x4)e R“/ixi :O}

X X -2 2
Sea T:R* > R? /T(yJ =A (y) A A :( ) 1] (matriz standard asociada a T)

a) Encuentre una base para la cual la matriz A resulte diagonal.
b) Grafique un cuadrado unitario con un vértice en el origen y los lados con direcciones coincidentes

con la base anterior y grafique su transformado.

Dada la ecuacion: x* +2y® —-6x-12y =0 en R?
a) ldentifique y grafique el lugar geométrico.

b) Dé una forma paramétrica e indique la trayectoria en el grafico anterior.

Analice la siguiente ecuacion:  x* + Ay? = 2x, identifique y grafique para A=0 y A<0 en:
a) R?
b) R®

Indique V o F, demuestre o dé un contraejemplo segln corresponda:
Si F:V—>W/Y=FX) esuna transformacion lineal:
a) Si {F(X,), F(X,) }esl. independiente entonces { X, , X, } es|. independiente.

b) Si dimV <dimW entonces T no es sobreyectiva.

RESOLUCION

Un endomorfismo puede ser:

Como Nu(T)=Im(T) =S Adim Nu(T) +dimIm(T) =4=dimS=2

S W ={X,,%,,X5,X,) € R“/x, ==X, + X, +X3)}; By, = {1,0,0,-1),(01,0,-1),(0,01,—1)}
Una base deS puede ser : B, ={(1,0,0,-1),(0,1,0,—1)} Base del ndcleo y de la imagen

T(1,0,0-1)=(0,0,0,0) 0 1 1 0
TR SR/ T(010,-1)= (o,o,o,o):. A| ! 0 0 1
T(0,0,1,0)=(1,0,0,-1) 0 0 0 0
7(0,0,01)=(0,1,0,-1) -1 1 -1
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2) a)

A* + L —6=0 Ecuacion caracteristica; A, =2 ; A, =-3 autovalores

- 1
Sih=2:-2x+y=0 ..y=2X v1=(2j

—~ -2
Sid,=-3:X+2y=0 .. x=-2y V2=(1j

2 1 -2
B ={(12),(-2,1)} Base de autovectores D =A, = (0 O] p— ( ]

b)

=== CUADRADO UNITARIO
=== TRANSFORMADO

[=>)

3) a)

(x? —6x+9)+2(y? —6y +9)=27
2 2
(x=3F , (y-3F _,
27 27
2
Elipse con centro en C(3,3) eje focal paralelo al eje x
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x\ ~ o]
I I I )

!

l‘\l I‘—\ (@] - N u
I I

-;1 2 g 2 —1‘1/6 8 10
b) (x,y)=(3,3)+[3\/§ cost , 3\/gsentJ 0<t<2nm

4) Analice la siguiente ecuacion:  x* + Ay® = 2x, identifique y grafique para A=0 y A<0 en:
a) A=0
x*=2x :x=0 ; x=2 dos rectas paralelas al ejey
A<0
(x—1)> + Ay? =1 hipérbola con centro en (1,0) y eje focal eje x
b) A=0
x>=2x :x=0 ; x=2 dos planos paralelos al plano yz
A<0
(x—1)* + Ay? =1 cilindro hiperbélico
5) a) Verdadero
aX, +pX,=0, (1)

F(a(X1)+BX2 ): F(Ov)
aF(X,)+pFX, =0,,

Como { F(X,), F(X,) }es L.l entonces a =B =0 CGnica solucion
Por lo tantode (1) {X,,X,} L.

b) Verdadero
dimV <dimW A dim Nu(T) + dim Im(T) = dinV = dim Nu(T) + dim Im(T) < dimW
dimIm(T) <dimW .. T no sobreyectiva




