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UNIDAD TEMATICA I

VECTORES GEOMETRICOS, RECTA Y PLANO.

A N R

OBJETIVOS:

Operar con vectores geométricos.

Identificar condiciones iniciales de un problema. :

Descubrir la posibilidad de clegir un método de resolucién entre muchas
alternativas. _

Adquirir habilidad para aplicar recursos algebraicos a la resolucién de problemas de
la Geometria.

Visualizar el espacio uni-bi-tri-dimensional a través de representaciones de anélisis.

CONTENIDOS:

Vectores geométricos. Adicién. Propiedades. Multiplicacion de un escalar por un
vector. Propiedades. Prodncto escalar  definicién. Interpretacién  geométrica.
Producto vectorial; definicién, Interpretacién geométrica. Producto mixto:
definicién. Interpretacién geométrica. -

Plano. Recta en el espacio. Distancias.



TRABAJO PRACTICON® 1

VECTORES GEOMETRICOS, RECTA Y PLANO.

1) Dados los vectores ¥ = (1,-2,3), W=(.00) y T=(-11-2),
a) Grafique ¥, w y 1.

b) Calcule 2[17 - % wJ +37

¢) Caloute v+ 1| [
d) Determine, si existen, @ y 3 reales, tales que ¥ =z #w+ S7

2) Dados los puntos A (3,1,-—2),3 (2, V2 ,O), C (4,-—«[2— ,—;—] , Determine;

a) La distancia entre 4 y B.
b) El punto medio del segmento AC.
¢) Un vector de norma 7 y sentido contrario a BC.

3) Caloule teR  si:
a)d=(1,2,—2) y |ra]=+5.
b)dist (4, B) =2, A(t,-1,2)y BALLD
¢)Xes unitarfo y X =#(2,1,-2)

4) Calcule el producto escalar y el 4ngulo que determinan a yb en los siguientes casos:
a) 5=21-k, E=T+3—E
b)E=31-2j+k b=-1—]

¢) &= (2,—1,£J, b= (— 1,—3,1]
3 3

5) Determine el vector proy . , para los vectores del ejercicio 4.

6) Encuentre los valores reales de k para que la proyeccion de X = (2,k,—2) sobre
y= (k -1,1, - 2) sea un vector de norma dos.

7) Dados los vectores & =1+3j-2k, b= 41 - 63'+5E , descomponga €l vector b en
la suma de dos vectores: uno en la misma direccién que a y otro en una direccion

ortogonal a a.

8) Calcule ||a| sabiendo que éng(5,5)=%z, B H:Jf y 4G+2b 1 @

—

9) Sean @=(1,2,-1), b=1i+)-k y&=7-7+4k . Calcul,

a) axh



b)
c) @.(bx¢e)
d) ax(gxc':')
e) dx(@x7)

R Ry
N
©

10) Sean los vectores u=(121) y y= (2,-1,-1). Encuentre un vector de nomma 4
orfogonala # 'y ¥.;Estnico?

11) Dados los vectores @ y b, tales que axb= L-1,-1) ydb=-3
a) Calcule el area del paralelogramo que determinan los vectores dados.

-

b) Halle el 4ngulo entre los vectores g y b.

12) Dados los puntos A(-3,~1,0) B(- 2,0,-3), C(0,-2,1), Determine:
a) El perimetro del tridngulo 4BC.

b) Lalongited de la mediana comrespondiente al lado AC .
c¢) El 4rea del tridngulo 4BC,

13) Sean los vectores & =(3,1,2), 4 =(Lx3) y d=(2,-1, 0). Halle x €R de modo
que:

a) los tres vectores determinen un paralelepipedo de volumen 3.
b) los tres vectores resulten coplanares.

14) Encuentre todos los versores del plano XY que son coplanares con z=3 7 -3 £ y
Ww=i+2 j-F.

15) Analice la validez de las siguientes afirmaciones. En caso de ser verdaderas

demuéstrelas, si son falsas proporcione un contraejemplo
D]af=2 7] > @+29) L @-29)
bD)U#3 A V20 A Gxv=56 A Lv=0

JBLY = Proy-(u-v)=-7.

d)@=(12-1) A ¥= (a,0,—a) son paralelos, cualquiera sea el mimero reala .
€ W(ixV)=0= [U=06v 3=5 v W=0].
f) 4,9, Wytcoplanares = (T x¥) x (Wxt)=5

16) Halle la ecuacién vectorial, general y segmentaria (si es posible) del plano que
cumple las siguientes condiciones:

a) Pasa por el punto (-1, 3,-2) y su vector normal es 7= (2,4, 1).

b) Es perpendicular en el punto medio al segmento que une Jos puntos (0,-2,1) y
(3,-4,2).

¢) Pasa por los puntos (-1, 3,-2),(2, 1,0) y (-1, 0,4).
d) Contiene al eje de cotas y al punto (2,-1,-3).
¢) Pasa por los puntos ( L-LBy(1,3,-2) yes paralelo al eje de abscisas.
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f) Pasa por el punto (1,-3,2) y es paralelo a los vectores 17%3?+f— y

¥=i-2j-k

17) Halle: -
a) La distancia del punto (3,-2,-1) al plano de ecuacién 3x+y+4z-1=0
b) Un plano paralelo al plano de ecuacién 3x-y+2z+4=0, sabiendo que el
punto (1, 2,1) equidista de ambos planos.
¢) Los valores reales de k para que la distancia del origen al plano de ecuacion:
6x -3y + kz-14 =0 seaiguala 2.

18) Dados los planos o, :2x—-2y+z=0y a, Aix+z-h=0, encuentre los valores

reales de / para que ¢l dngulo que determinan @, y «; sea %

19) Sea el haz de planos, cuya ecuacion es:
. cx(x—2y+z—1)+/3(x—z+3)=0,OLE[RBEIR
Determine el plano del haz que:
a) Pasa por el origen de coordenadas.
b) Es paralelo al eje de cotas.
¢) Tiene ordenada al origen -2.
d) Es paralelo al plano 2x—y+z+2=0

20) Halle los puntos del eje z que equidistan de los planos 7,y 7, , siendo 7 un plane

que contiene al eje de ordenadas, y que pasa por el punto (1, 0,42 ), ¥
7,1 (%,%,2) = (1,0,0)+ (1,0, 1)+ B(LL2).

21) Encuentre las ecuaciones vectoriales paramétricas, cartesianas paramétricas, y, Sl €8
posible, simetricas de la recta que:
a) pasa por el punto (1 ,-1,3) y tiene Ia direccién del vector #=(-2,3, 4)
b) pasa por los puntos (1.-3,1) y(1,3,-4)
c) es paralela al eje de ordenadas, que pasa por el punto (3,2, 1)
d) pasa por el origen de coordenadas y tiene la direccién de un vector cuyas
componentes son iguales.

g ) pasa por el origen de coordemadas y es perpendicular al plano

a x—y+z-1=0
En cada caso, grafique la recta.

. 22) Determine las ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta que es Interseccion

r o x—y-z+1=0
de los planos:
7y x—2y=-3z-2=0

23) Halle las ecuaciopes de los tres planos que incluyen a la recta

ri(x,y,2) = (2,-2,3)+ A(1,2,-1), con A eR, y que son perpendiculares 2 cada uno de
los planos coordenados.
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24) Halle la ecuacién del plano que pasa por el punto (2, 1, -3) y que contiene a la
recta de interseccién de los planos de ecuaciones x-y -z-8=0 y 3x- y- 4=0,

25) Indique si larecta L : (x,y,2) = (1,0,~1) + 1(2,3,4),) R, corta al plano
2x—2y+3z+1=0. En caso afirmativo, halle el punto de interseccién.

26) Indique si larecta 112 (x, ¥, 2)=(-t, 6, t); teR y la recta 1, determinada por los
puntos (1, 2,-5) y (0, 1,-5), son concurrentes; en caso afirmativo, halle el punto de
interseceidn. ’ '

27) Determine para qué valores de k<R, las rectas 7 y s son alabeadas, siendo:
x—y+z=0
r
2x~y+z=2

s: determinada por los puntos (3, 2,4) y (k, 0, k).

28) Las rectas r: *=3 _r =

5 5 % =2 son coplanares, halle el plano que

Y
Boix==
Y2x23

las contiene.

29) Determine la recta incluida en el plano # :x -~y + 2z -4 =01y que es
perpendicular a la recta r: (%, y, = (2+24 ,1-A -14+4), AR en el punto en que
rcortaa 3.

x-2y+z+4=0

el plano
x+2y+3z-4=0 > ° P

30) Halle el angulo que determinan la recta L:{

T:3x-T7y+8z-9=0.

31)a) Halle la distancia del punto A (-2, 1,-1) a la recta: (x, , z)=(13,-2)+1(3,0,—4),
teR -
b) Encuentre la distancia entre las rectas:

x—1 x+2 z+1
—=y+2=z-3 L ——=y-2=
L 2 Y - y 2- 3 ¥ 5

32) Dadalarecta L: x+1

=1-y=3+z. Obtenga el punto donde /. corta al plano
coordenado X7 y calcule la distancia entre dicho punto y el plano x—3y+2z=0.
33) Seaelplano z:3x-2y+4z-3=0 :

a) Determine la proyeccion ortogonal del punto A (3, -1,2) sobre el plano dado.

b) Determine la proyeccion ortogonal de la recta L: (x, y, z)= (2+t, 1+t, 2+2t),
t eRsobre el plano dado
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34) Determine todos los valores de keR, para los cuales el punto M dista ~/6 unidades
x=3-4
delarecta L:<y=k—-A ,siendoM el punto de interseccidn entre el plano
z=2
r:x+2y—z-2=0yelejex.

x=1+A
35) Sean las rectas t1:1ﬂ=y=z+3 ¥y t,iey=2 con .A€R
2 Clz=-1-2
Obtenga:
a) el plano g sabiendoque t, < f y £,/ 5.
b) la proyeccién ortogonal de #, sobre z:x+3y—-z+3=0.

36) Verifique que la recta definida por el haz de planos del ej.19 est4 contenida en el
plano obtenido en el &j.19 a) -

Respuestas

1)
b) 2(17—%@}3%(-3,-1,-%)

d) no existen

o) fo+]-ll=+2 10

2)

2)|AB| = y8-2+2 BYPy( % , %ﬁ_ - % LG X
3 |

a)lf =1 B[t = % ol =%

4)

a)a.b =3 b)a.b=-1 Q)a.b=0
ab=0,685 Rad. ab=1,761 Rad. aﬁa=g Rad.

5)

- -»

a) vector Proyza =(1,1,-1) b) vector Proyya = (% ,% ,0)  ¢)vectorProyya=0

6)k=-2+22
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8 Jal=

9)
8) 4 x b =(-1,0,-1) b)a x&=(7,5,-3) Q)d.(bx3)=>5
d)d x (b x ) =(-9,-1,-11) e)ax(@xc)=(-11,-4,-19) :
10) +—2_(~13-5)
-\/E 2=y

11)a) El érea determinadapor @ y & es /3
b) el 4ngulo determinadopor @ y 5 es 5—:—

12)

a) Perimetro = 2(+11+ 6 ) V59

b) longitud de 1a mediana es >
c)area del tridngulo ABC=~/30

13)

a)x=% o x4 : by x=—

14) v=(0,1,0) 0 v =(01,0)
15)

a)v- b)F oV d)F e)F Hv
16)

a)2x-4y+z+16 =10 b)3x-2y+z=12 ¢)2x+6y+3z=10
d)x+2y=0 e)3y+4z=1 £)-3x+2y-724+23=0

17)
. 2 b) 3x-y+22-10=0 & 3x-y+27+4=0

a) distancia de punto a plano—

) p plano—7= )
c) [k =2

18) h=—2 1 2 1T

7 7

19)

a) 2x-3y+z=0 b)x-y+1=0
c)-y+z=2

20) El punto es (0.0, — %)

14



21)

a) carfesianas paramétricas  b) cartesianas paramétricas  ¢)

x=1-2t x=1 x=3
y=-1+3t,teR y=-3-6A AeR
z=3+4t _ z=1+5A z=1
d)simétricas f) simétrica
X=y=z X=-y~%Z
x=—44+t
22) <y=-3+2t,teR
Z=—t
23)

a)perpendicular al plano xy b)perpendicular al plano xz  ¢)perpendicular al plano yz

- 2xy=6 - xt+z=5

24) 13x-5y-z-24=0
25) punto de interseccion P (1, 0,-1)

26) son concurrentes P (5, 6,-3)
27 k= % y el punto es (2, 8,6)
28) -12x+9y-27z=0

x=4+t
29)«y= 3t,telR
z= t

30) @ =12,55°.

31)
a) d=@ b)d=

1
32)d=-——=
) V11

33)a) Proyeccion del punto A es
b) (x, ¥, 2) = (1,0,0) + A(2,47,22)

293 -6

29°29° 29 )

34) k=10 k=3

35)a) B: x-3ytz+2=0

15

y+2z=4

5

1
5V3

b) (x,y,2) = (0,-1,0)+ A(3,-2,~3)



UNIDAD TEMATICA I

MATRICES — DETERMINANTES

OBJETIVOS

v" Resolver operaciones con matrices.

v’ Identificar matrices particulares.

v’ Calcular determinantes.

v Aplicar propiedades en ¢l calculo de determinantes

CONTENIDOS

Matrices. Definicién. Ignaldad. Adicién. Propiedades. Multiplicacién de una
matriz por un escalar. Propiedades. Producto de matrices. Definicién. Propiedades.
Matrices especiales: triangular, diagonal, escalar, unidad, transpuesta — propiedades — ,
simétrica y antisimétrica — propiedades —, inversa, orto gonal.

- Determinantes. Definicién. Propiedades. Menor complementario v cofactor de
un elemento de una matriz. Desarrollo de un determinante por los elementos de una
linea (Laplace). Matriz adjunta: aplicacién al célculo de la matriz inversa.
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TRABAJO PRACTICO N° 2
MATRICES -DETERMINANTES

1) Escriba las siguientes matrices definidas en forma explicita
a) AdeR™ /q,=j-i
b) BeR™ / b, =(i-1)

"y i<
o) CER4K3/Cij={I J si i<j

0 si i>j
d) DeR*™Y d; =sen[(1—+'l-;~)ﬁ)
2) Sean las matrices:
2 0 1 2 1 b2
A= ,B= ,LC=|0 4|,
-1 3 o 4 -1
5 -1

D

Il

[2 _;)E =(-1 2),F= @
Calcule:

a) A+3D b)B-C' ¢)AB dD+BC ¢ BB
f)E(4F) gFE  hWEF i) 4° j) D?

3) Halle, si es posible, aplicando la definicién la matriz inversa de cada una de las
2 -1 2 -1
iguients trices: A= s B=
siguientes matrices [2 —ZJ (4 _2)

4) Analice si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique Ia
respuesta,

a)VA,BeR™: (4+B) = A> +24B + B*

b) V4,BeR™: A> —B? =(A+B)(4~B)

) VA, BeR™: A*-I=(4+1).(A-1)

d) V4,B,CeR™: AB=AC=B=C

e)VA4,BCeR™/ 347 AB=AC=>B=C

f) V4,BeR™ : A, B simétricas => (A.B) simétrica

g)VA,Be R™, VkeR:A,B simétricas = (kA +B) simétrica
h)VA4,Be R™: A simétrica = B'AB simétrica

i) V4, BeR™ : A, B antisimétricas y conmutables => (A4.5) simétrica
j) V4,BeR™ : A, B ortogonales = (4 B) ortogonal

17



5) Obtenga, sin efectuar calculos, los siguientes determinantes. Enuncie las propiedades
que aplica.

-1 2 3 _4 0 -1 2 o
4 0 0 -1 0 1
0 1 0 8 2 -3 -5 2
@) 10 00 &) -3 ~1 -4 o d)
-2 4 6 -8 2 -4 -3 2
-1 6 5 2 1 s
0 -1 0 0

-3 0 2 6

6) Sean A, B €R™, demuestre que:
a) Det(A.B) =Det(B.A)
b) Det(A.B) =0 = Det(A) =0 v Det(B) =0
c)AB=1 = Det(A) #0 A Det(B) #0
. . ‘ 1
d) A inversible = Det{ 4) =
JA v 4" Datd
€) B inversible = Det(B™48) =Det(A)

7)a)Sea A=(4 4, 4), |4=-3 |
%A"B"siendo B=(4-34, 4 -4).

b)Sea A=(4 4, 4 A4),[4=k k=0
siendoB=(4 -4, 4-24, 4 4).

Calcule aplicando propiedades:

Calcule aplicando propiedades: %B‘lx’i2

8) Halle los valores reales de k para los cuales las siguientes matrices son singulares:

k-1 -2 3 kK —k 3
a)d=| 0 k+2 -1 b) B=|0 k& +1 1
0 0 3-% k-8 k-1

2 0 2

9)Sealamatriz A=|0 2 2

220

Halle todos los valores de @ eR para que la matriz 4" — o1 sea regular. -

10) Halle las matrices adjunta e inversa (si existen) de las matrices:

) 4 110 1 -1 2 a 0 0
A:[3 J,B:lOl, C=|3 1 2{, D=|0 a 0|la=0
01 1 2 2 0 01 a

18



1 1 ©
11)Sea P=|-=2 k-1 2
0 3 %

a) Analice para que valores de k, la matriz P es inversible.
b)Halle P! para k=1

12) Sea AeR™, mdlque que valores puede tomar Det(A)
a) Si A es ortogonal (A —A)

b) Si A es idempotente (A= A)

¢) Si A es antisimétrica y n es impar (A=-A")

13) Sean A, B, CeR*™:. o, 8eR,
A=(4, 4, 4)
B=(0 o4 0)
C=(p4, a4 0)
Analice la validez de las siguientes proposiciones:

a) Det (A — B)=-Det(A)

b) Det(2B — A) =—Det(A)

¢) Det(A + C)=Det(A)

d)Si a.f=1,entonces (A+ C) no es inversible

14) Exprese cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales como una
ecuacion matricial de la forma A X =B
X =3x,+x%-x,=2
—x +2x, =1 17T R
b){x-x, =-2 c)

X, +x;=-1

25 +x,—-x,=0
—n-x=-1
I +x—X,—x,=3

) x-2y43z=0
a
2x+y—-5z=4

15) Dado el sistema de ecuaciones lineales A.X = B, tal que

1 -3 5 -3
A=[2 15 -4| y B=| 8
1 0 3 -1

Analice si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique la respuesta.
a) X=(2 0 -1) es solucién

b) X=(-7 2 2)'es solucién
c) A esregular

d) El sistema posee infinitas soluciones
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16) Estudie la compatibilidad y determine el conjunto solucién de los siguientes
sistemas de ecuaciones lineales aplicando el método de eliminacion de Gauss.

¥oy-z=2 2+ 2 3 2
a){3x-3y+2z=16 by{ YIS Q) {TFTYTE=
—4x-2y+2z=4 x-y+2z=]
2x—y+z=9
' +y+zH+i=1
x-y=6 2y+t—w=0 xyzro
x—- —w= -y+z—t=
d){ 2x+y-z43=4 e { 3y+t_;” ;‘ i’;l
x+3y—22466=2 yooawr= =
: x—y—z—f=3

17) Resuelva el sistema homogéneo A X = N, cuya matriz de coeficientes es:

| 113 b2l
a) A=(2 1 ZJ b) 4={1 2 2
1 31
1 2 3 1 -1 -1 2
¢) A=| 1 -1 -2 ody4=|{2 -2 -1 3
-2 -1 -1 -1 1 -1 0
-2 -4 6 4
18)Dado el sistema AX=B/ 4={-3 -3 § y B=14|keR
0 3 -1 k

a) (Para qué valores de k el sistema tiene solucién Ginica?

b) ¢Para qué valores de k el sistema tiene infinitas soluciones?
¢) ¢Para qué valores de k no existen soluciones?

d) Halle la solucién del sistema homogéneo A.X =N

e) Halle la solucién que corresponde al item b)

f) Interprete geométricamente los resultados de a) b) c)y d). g

20



Respuestas

D
0 1
a)A=-1 0
~2 -1
357
o 6 8
90 0 9
0 0 0

2)

a) ‘ b) c)

;%) _

2) h)
(-4) -4 8 (0)
-2 4
3)
1
a)A"=[1 ‘5]
1 -1
4) :
a)F b)F )V
fF &V h)V

5) Todos los determinantes valen cero
7

27
a —
) 64

8)

a)Parak=-2 6 k=1 6 k=3 la matriz es
singular

9)

0 -2 -4 2 6 -8 1 -2 1
-2 0 0 -1 14 -4 -3 20 -2 20 -6

000
BB=|1 11
2 4 8
(ﬁ ﬂ \
Ny X2 g
2 2
L Y2, A2
d)D = 2 2
D= 5 A
N2 X2 g
2 2
o V2, 2
\ 2 2 )
d) e)
-4 2
(1 -6 2
1} 7)
)

4 0 -6 -7
b) B no admite inversa

dF eV
nv v

8
b) —-k
)81

b)Para k=0 6 k=2 1a matriz es singular

Lamatrizesregularpara @ # -2 Ao 2 Aa# 4

21



10)

i1 1
5 2 PA P
) Adj(A)=-10. A, A7 =| 10 S b)Adj(B)=-2.B",B=| = -= =
a) Adj(A) 31 ) Adj(B) 2 T2 3
10 5 111
2 2 2
d)
Adj (Dy=2a’D!,
4 4 -4 Lo oo
C)Adi(C)=| 4 -4 4 |noexiste C ]
4 —4 4 D'=[0 = 0laz0
a
11
0 -— =
a’ a
11)a) P es invertible si k2 A k= -3
31 1
2 4 2 )
by P* = 2111
2 4 2
3 3 _1
2 4 2
12) :
a) Det(A)=+1 b) Det(A)=0 6 Det(Ay=1  c¢) Det(A)=0
13)
a)F bV c)F dyv
14)
. (=1 0 2) 1
)1_23){0 b)11o(xI 2
a = — =} _
2 1 577 {4 2
z 0 1 1Ax) (-1
I =3 1 -1y 2
2 0 1 -1 0
c) 2 =
-1 0 -1 0fx| |-1
31 -1 -1)x 5
15)
a)V b)v c)F dyv
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16)

3
| a) Compatible determinado S =<| -1
' 2
b) Incompatible § = &
(1 1
—+—z
2 2
1

&) Compatible indeterminado § =1 -~ +§z zeRL

d) Compatible indeterminado
T
s={(pre-dt 2a-2e s o renien]

e) Compatible indeterminado
S={2+6z-3t+w 143z—t z t wf,zeRieRweR|

f) Compatible indeterminado

T
S={(2 l—t —E-rj,teﬁ%
2 2 _

17)

1 1 '/1 )
3 0 3
a) S =49 —gz ZER b) §=<|0 ¢) S=4 —%z,zeRr
z 0 z
\ L\

d)S={(y—t y ot I)T,yeR,reR}

aynunca - blk=2 o)kt -2 d)

18)
_ 7 7
X=—z X=—"t—z
3
23




UNIDAD TEMATICA III

ESPACIO VECTORIAL

OBIETIVOS

v' Identificar los conjuntos de vectores geométricos, de pohnormos y de matrices como
estructuras de espacio vectorial.
' Relacionar los temas de Geometria Analitica con el concepto de subespacio vectorial

¥" Aplicar los conocimientos adquiridos sobre independencia linea] al estudio del rango de
una matriz,

v" Adquirir destreza en el manejo del dlgebra lineal para estructurar el i ingreso de datos a

una computadora

CONTENIDOS

Espacio vectorial real ( plano geométrico, espacio geométrico, polinomios, matrices ).
Combinacién lineal de vectores. Subespacio vectorial. Definicién. Ejemplos. Enunciado de
la condicién suficiente. Dependencia e independencia lineal de un conjunto de vectores.
Sistema de generadores. Base y dimensién de un espacio vectorial. Cambio de base.
Espacios fila y columna de una miatriz. Rango de una matriz. Método de Gauss-Jordan para
determinacién del rango. Inversién de matrices por Gauss- .Torda.n Opcracmnes con

subespacios. Complemento ortogonal.
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TRABAJO PRACTICO N° 3

ESPACIOS VECTORIALES

1) Indique cuales de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios y represente

en el plano. Fundamente su respuesta.
A= {(x1, x2)eR?* /x,=0}

B= {(x1, X2)e R’ /2%, +3x,=0}
C={(x1, x)e R? /3x; 2%, -3 =0}
D= {(x1, X2)e R? /%1 <0}

2) Analice cuéles de los siguientes subconjuntos de R® son subespacios ¢ interprete

geométricamente:
A= {(x1, X X3)€ R’/ X1=2%3 A %= x1-3 X3}

B= {(x1, %3, x3)e R*/ 2x; - 3%, 4 %3 =0}
C= {(x1, X3, %3)e R*/ xi+x,=2}

D= {(x1, Xz, X3)€ R /%)% dxy 2= 0}

3) Analice en cada caso si W es un subespacio de V Justifique la respuesta.
2) V=R" W ={X eR* /x;+xp-x4= 0}
b) V=R", W={XcR" /x;= %}
) V=R™, W= {A cR™ A es singular}
d) V=¥, W= {A eR*™/ traza(A)=0}
~ 4) Analice en cada caso si W es un subespacio de V. Justiﬂcjue la respuesta.

Sea V=P, = { p/ p=0 6 gr(p)<n}
(p es el polinomio nulo o su grado es menor o igual que n)
a) V=P, W= {p eP; /apt+ a;-22,=0 }

b) V=P, W= {p €P4/p=0 6 gr(p)=2}
c) V=P3;, W= {peP; fag-a1ta =0 A 2a;-a;=0}
d) V=P, W = {peP, / p (-2) =0}
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5) a)Determine si @ =(1,-1,3) es combinacién lineal de los vectores & = 2,0,2)y
¢=(1,-1,1)
b) Exprese al polinomio p(tj= t*+ 4 t - 3 como combinacién lineal de los polinomios
del conjunto {t*-2t+5, 2t>3t, t+3)

c) Halle keR tal que (1, 2, 0) es combinacién lineal de
{2.1,-1) 2,1+, k) 2.2, 1)},

6) Estudiar la dependencia o independencia lineal de lbs siguientes conjuntos de
vectores.

a) {(1.1),(2.5), 3,0} c B?

b) {(0, 2,-3,1,0)} = R’
©){(1,2,3),(-1,0,1), (0, 2,4)} c R®
d) {x’+ 3x, 3%, 2x*+4x} P,

é) {(0,0,0,0)} c R*

"o o}l o0 3w

) 1 0 0 1 ok 0 3
7) Sea B= s s 0 s , determine los valores reales de
0 1)°\1 o)°l1 —-1){-k 1

k para los cuales el conjunto B es linealmente independiente.

8) Analice el valor de verdad de las siguientes propocisiones, en caso de ser verdaderas
demostrarlas, si son falsas dar un contragjemplo.

a) Si »,v son vectores no nulos de R?, entonces {u,v,uxv}esli.

b) Siu, v, w son vectores de V tales que {uv}esli {uw}esliy{v,w}esli,
entonces {u,v,w} esli. en V.
¢) Si {w,v,w} es un conjunto de vectores Li. de V, entonces {utv,v+w,wleslien V

9) Interprete geométricamente el subespacio S =gen(A) e indique en cada caso si v € §.

a) A={(1,2,3), (0, 1, 1)} y= (219

b) A= {(1,2), (1, 1)} v=(3.4)

) A= {(1,-1,-2), (-2, 2, 4)} v=(3,-3,6)

d) A= {(-3, 1,-1), (-1, 5, 3), (1, 2, 2)} v=(-5,1,4)
we
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" 11y (1 0y (-11
10)2) Halle el subespacio W de R*? generado por 4 ={ [l J , [0 0] , [ I ] }

b) Halle el subespacio W de P; generado por A = {3x, X+ x+1)

—_

11) En cada caso determine si S es una base para V.
a) V=R, $={(1,0,0,1), (0,1,0,0), (0,0,1,0), ((1.0,-1,1)} ~
b) V=P, S= {x+1, x, xz—x}

v s={( L )0 9 1)

1Y(2\( 3
QVv=mR™ o Ll1}j1
-2)3 /-1

- 12) a) Demuestre que B={(1, 1, 0), (0, 1, 1),(1, 0,1)} es una base de it

b) Encuentre las coordenadas de (1, 2,-1) en la base B.

13)a) Prucbe que B= {x*-3 x*+3x-1,x* -1, x-1, 1} es una base de IP;
b) Determine las coordenadas de 2x°-3 x*+4 en la base B.

14) Determine una base y la dimension de los subespacios de los ejercicios 1, 2, 3a)y
4 d).

15)a) Estudie si los siguientes subconjuntos son subespacios de R™"
i) Si1={A € R™ /A es diagonal}
ii)  S;={A € R™ /A es simétrica}
i)  S3={A € R™ /A es antisimétrica}
iv)  S;~{A e R™ /A es ortogonal}
b) Cuando sea posible, obtenga base y dimension para n=2yn=3.
16) Sea S = {X e ™™/ AX =N}, siendo AeR™,

a) Demuesire que S es un subespacio de R™ cualquiera sea la matriz A.
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3 2.1 -
b) ParaA={2 -1 -3 halle una base y la dimensién de S
51 -2

17) Sean en V los subespacios Sy T, halle una base y la dimensién de SN T:

a) V=R, 8= {(x1, X, x3)e R’/ 2%, + x; = 0}

T={(x1, X2, %3)eR? / x1+2%; + x5 = 0 }

b) V=R, 8= {(x;, X5, X;)eR® / x;-%, -3%; = 0}

T= {(x1, X0, x3)€R’ / x;+%; -X3 = 0; xy-x; =0 }

¢) V=R*, 8= {(x), x;, X3,%x5)eRY/ x1-x; -X3 %4 =0, X125 -x; =0}

T ={ (%1, X2, X3,%) eRY x1+2%5 -2%; +x4 =0}

d) V=R*, S= {A eR*®/ A es diagonal },

{3 36 1)

18) Determine una base y la dimensién de S + T para los subespacios del ejercicio
anterior.
Indique en cada casosi V=S@T.

19) Sean §; y S; subespacios de R®

S1= {(x1, X2, .x3)eR3/ X1 =0; x= 2x3}

Sr={(x1. X2, X3)€R*/ x,-%,=0; x3=0}

Determine un subespacio SCR’, tal que S;<S A §;® S=R?
20) Sean los subespacios V = gen {(0, 1, -2), (1,1, 0)},

X

W={(xy.2) eR'/-x+hy—=z=0}y S={(xy,z) cRY "4

y_z
3 4 ’
Halle, si es posible, los valores de h de modo que VNW=S

21) Sean S, y S; subespacios de R° tales que:
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Si= {(x1,%2,%3) € R 3x1-xatkxs =0; 2%,+x,=0 }

Sp= {(x1,%2.%3) R fx 1+ 3kxp-x:=0}
a) Halle todos los valores reales de k tales que S) < S,
b) jParaqué valoresdekes 51D 5, =R3?

22) Dados los siguientes subespacios, halle el complemento ortogonal, una base del
complemento ortogonal y su dimension

2) V=R, §= {(x1, X2, x3)€R’ / x+2x, -3 %3 = 0}
b) V=R’, §= {(x1, Xz, X3)€R* / X+2%; -4x3 = 0; 3-4%3 =0 }
C) V=R4, §= {(Xl, X, X3,X4)ER4/ X1+Hx; +2X3 X4 =0, X1+%2 X3 =O}

d) V=R, §= gen{(-1,2,3,-2),(2,-3,-1,3),(0,1,5,-1)}

23) Sean Sy T subespacios de R* tales que:
s=gen {(1, 1,-1,2)}
T= {(x1, X2, X3, 1)eRY x+2%,-%4=0; x3 +x4=0 }

Determine S*  T.

Respuestas

1)

a) Es subespacio b) Es subespacio c)no es subespacio  d)no es subespacio
2)

a) Es subespacio b) Es subespacio c)no es subespacio  d)no es subespacio
3

a) Es subespacio b} Es subespacio c)no es subespacio  d)Es subespacio
4)

a) Es subespacio b) No es subespacio  ¢)Es subespacio d)Es subespacio

5) a) no es combinacion lineal
b) £+ 4 t - 3 = 32245221530y H4( t+3)
¢) Es combinacion lineal si k# 1

6)
a)ld bl o)ld Dl e)ld Hid
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Ty k-1

8) ‘ ,

a)F b)F o)V

9)

a)S generaun planoy ve S. b)SgeneraR? y ve S.

¢) S genera una recta en ¢l espacio ,; & S. d) S genera un plano en el espacio,; ¢ 8.

10)a)s={(‘: 2] eR™/b=c= d} b) S={pcPy/a;=a,}

11)
a)no es una base b)es una base c) no es una base d) es una base

12) b) [(1 3 2: '1)]B= (2: Oa '1)

13)b) las coordenadas son 2, 3,-6y 3.

14)1) -

a) A=pgen{(0,1)}, dim A=1 b) B=gen{(-3,2)}, dim B=t

2)

a) A=gen{(-2,1,-1)}, dimA=1 b) B=gen{(3,2,0),(-2,0,1)}, dim B=2

3) a)W=gen{(1,0,01),(0,1,0,1),(0,0,1,0)}
dimW=3

4)d) V = genfx® - 4,x+2}, dim v=2

15)a)
1) es subespacio ii) es subespacio iii) es subespacio iv) no es subspacio
b)
1) para n=2 la base es ii) para n=2 la base es
1 0)(0 O 1 0y(0 0Y(0 1

S= dim §;=2 Sh= , , dim 8§,=3

Ao ofle Dpromeer a5 26 N o) rame
Para n=3 la base es Para n=3 la base es
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a) SAT = gen{(-3,-1,5)}, dimS~T=1
¢) SAT = gen{(-5,-1,-3,1)}, dimSAT=1

18)
a) S+T =R’ no es suma directa

c) §t+T = R* no es suma directa

19) §={(x1, X2, Xs)€R/x1- X~ x50}

20) h=3

21)
a) k=16 k=-%

22)

1 0 0Y(0O 0 0Y(0O O O 1000_00000010
$1-4|0 0 OLi0O 1 OO O O S=4/0 0 0|0 1 OL|lO O O}l O O}
0 0 0)l0O 0 0/i0 0 1 0 0 0/i0 0 0){0 0 1}{0 0 O
0 0 1}({0 0 O
y dim §,=3 00 0Lio 0 1 y dim §;=6
10 0)i0 10
iii) para n=2 la base es
0 1
S5= dim S;=1
e fyame
0 0 0 -1y(0
Paran=3 la base es Si=4,/~1 0 0|0 O O[O O 1 y dim S;=
0o 0oo0j{1 0 0,0 -10
16). |
(5
b)S=gen4| -11}; ,dimS=1
7
17)

b) S AT = {(0,0,0)}, dimS AT=0

0
d) 5T =gen {[(1) 3} dimSNT=1

b) S @T= R® es suma directa

sr=sa 0 Y0 )

1o es suma directa

5
DR-{ 1,-2}
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S ={(x,x2%35)eRY/ %, = % - 3‘13 } b) S*={(x1,%, X3) e R%/-4 X1 +4x,+%5=0)}
. - el
dimS*=1 dim§™=2

¢) S™=gen{(1,1,-1,0),(0,0,-3,1)} , dim§*=2 d)S*=gen{(-7,-5.1,0),(0,1,0,1)} , dimS=2

23) §* N T.=gen{(-7,4,-1,1)}

2
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UNIDAD TEMATICA IV

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES .

OBJETIVOS

v' Resolver sistemas de ecuaciones lineales, teniendo en cuenta el estudio del rango de una
matriz

v Analizar la compatibilidad de sisteras de ecuaciones lineales.

v Relacionar los conocimientos adquiridos en espacio vectorial con el estudio de la
compatibilidad de los sistemas de ecuaciones.

v" Aplicar la resolucion de sistemas de ecuaciones en problemas concretos.

CONTENIDOS
Sistemas de Ecuaciones Lineales: definicién. Forma matricial: solucién. Estudio de

compatibilidad de un sistema de ecuaciones lineales: teorema de Rouché-Frobenius.

Resolucion por los métodos: inversién de matrices, Gauss-Jordan, Regla de Cramer.

33



TRABAJO PRACTICO N° 4

RANGO Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1) Halle el rango de las siguientes matrices mediante el método de Gauss — Jordan.

. 3 4
2 1 -4 2 1 -2 -1 2 -3
-1 2 1
A=41—6,B=44—31,C=016
2 -2 2 27 1 8
1 -2 1

2) Halle, si existe, la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices mediante el
método de Gauss — Jordan.

13y 2 1 -4 1 2 -1
A='[ ] B= 1 -6 C=|1 3 -3
25 '
2 -2 2 2 2 4
1 2 0
3) a) Calcule heR, para que el rango de lamatriz A=| 3 2h+1 1| sea?2
' -1 -5 &

b) ;Es inversible la matriz 4, para b =- 1?7

4)SeanA=[1 2), bl=[3j, b2=(—1], b3=[2)
2 6 \5 2 0

Encuentre 4™ y utilicela para resolver los sistemas AX =b , AX =h, y AX = b,

5) Halle el rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada de los
siguientes sistemas. A partir de los resultados obtenidos determine la compatibilidad de los
y resuelva cuando sea posible:

x+2y-3z=9 x+2y+z=3
a)42x—y+z=0 b)Y <2x+y+z=2
dx-y+z=4 -x+y=3
—x-y+2z+w=1
x+2y-2z=3 royTezvw
c) d) {-2x-y+3z+2w=3
2x+3y+z=1

X—y—-w=-3
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1 2 -2
6) Dadalamatriz A =|-2 1 4
-1 3 2

a) Halle el espacio solucion del sistema A .X =N, una base y su dimension.

b) Obtenga una base del subespacio columna de la matriz A.

x -ky =0
7) Sea el sistema de ecuaciones lineales: y+kz=0
x+2y-z=0

a) Obtenga los valores reales de % para los cuales el sistema es compatible indeterminado.

b) Para los valores de k hallados encuentre una base y la dimensién del espacio solucion
del sistema.

-2 2 -2 |
8)Dadalamatriz 4 =|k—-1 1-k &*-1 '
-1 1 -1

a) Halle los valores de & para los cuales ¢l sistema 4 X =N admite infinitas soluciones.
b) Halle los valores de & para los cuales la dimension del espacio solucién del sistema

AX=Nes2.
c) Halle los valores de k para los cuales la dimensién del espacio columna de la matriz A

es 2.

2x+y+z=2
9) Dado el sistema de ecuaciones <x+ay+2z=-b
x-2y+3z=-4
a) Halle los valores de a 'y & para que el sistema tenga: Gnica solucidn, infinitas soluciones o
ninguna solucion.

b) Para ¢ = -1 y » =2, exprese el conjunto solucion como combinacion lineal de una
solucidn particular y la del sistema homogéneo asociado.
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1 0
10)Sean | 2|y | 1 | dos soluciones particulares del sistema A X = B,
3 -1

a) Obtenga una solucion particular del sistema homogéneo asociado.
'b) Halle otra solucidn del sistema A.X =B distinta de las dadas.

1 1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

X+2y+z+1=0
~-X-2y-z-1=0
3x+6y+3z=-3

a) Exprese el conjunto solucién como combinacién lineal de una solucion particular y la del
sistema homogéneo asociado.

b) Sea S el espacio solucién del sistema homogéneo asociado al sistema dado. Halle un -
sistema de ecuaciones homogéneo cuya solucion sea S o

Respuestas
1) _
a) rango(A)=2 b) rango(By=2 - ¢) rango(C)y=3
9 -5 -2
-1 =35 3 o -1 2
AT = 5 1 B no admite inversa C =(-5 3 %
-2 1 =
2
Ly 3
3)a) h=16 h=5 b) si
4)
4 5 [ ©
a) X=[ IJ b) X=( ] €)X (__2]
-5 2
2
5)
a) Sistema compatible determinado b) Sistema incompatible
x=2,y=5, z=1
c)Sistema compatible indeterminado d)Sistema compatible indeterminado
x=-75z2,y=5+3z,ze R Xx=-2+z+w,y=1+zzeRweR
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1Y (0
6) a) 5= gen{(2,0,1), dimS=1 b)Bs~<} 0 |,| 1 | dimSc=
/11

7)a) k=1 b) Bs={(-1,1,1)}, dimS=1
8) a) para todo valor de k&R el sistema admite infinitas soluciones.

b) k=0 6 k=1
c)keR -{0,1}

9)a) Sia=-1 yb=2 el sistema tiene infinitas soluciones, si a=-1y b2 el sistema no tiene
solucién, si a# -1 el sistema tiene Unica solucién

b) $= {(-1.3,)+A¢-1,1,1) AE R}

1 3
10)a) S;=| 1| b) por ejemplo S5=| 4
4 ' 11

11) 2)S = {(1,0,-2) +a(1,0,-1)+b(0,1,-2), a€ R, be R}

x-z=0
b){
y—2z=0
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UNIDAD TEMATICA V

TRANSFORMACIONES LINEALES

OBJETIVOS

v' Comprobar que una transformacién es lineal. :

v' Determinar el nticleo y la imagen de una transformacion lineal,

v Aplicar los conocimientos adquiridos para el estudio de la matriz asociada a una
transformaci6n lineal respecto de distintas bases.

v" Interpretar geométricamente transformaciones lineales

CONTENIDOS .
Definicién y ejemplos. Propiedades de las transformaciones lineales: recorrido y niicleo.
Representacién matricial de una transformacion lineal. Transformaciones lineales
geométricas: transformacion identidad, proyeccion, simetria, dilatacion y contraccion,
Totacion, Transformaciones no lineales: traslacion,

Clasificacion de transformaciones lineales . Transformaciones lineales inversas.
Composicién de transformaciones lineales.
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~ TRABAJO PRACTICO N° 5
TRANSFORMACIONES LINEALES
1) Determine cuiles de las siguientes funciones son transformaciones lineales
a) T: RPRYT(E, y)= (X,-Y)
b) T: R*2 5>R/T(A)=rango A
¢) T:P-»R/T(p(x))=p(0)

PR > 2> - . 5
) T:R°>R/T(v)>v.a ,donde 2 esunvectorfijode R
_.}
a

- = =

- -
e) VsV /(v )=v+ ,donde a (a # 0)esunvector fijodeV

) T: R™> R™/ T(A)= A+A'

2) Sea F:V — W una transformacién lineal. Pruebe:
a) "F(0,) =0y
b) F(-v)=—F(v) ,para todo veV

3) SiT:V — V es una transformacion lineal, determine T(v)y T(w), tales que T(v+2w)=3v-w
y T(v-w)=2v-4w

4)SeaC={v V2 Vi} —R®. Considere una transformacién lineal T: R’—R*/

T(v1)=(1,1,1),T(Vz)=(0,-1,3)yT(V3)=(2,5,-7).
a) Analice la existencia y unicidad de T para los siguientes casos:
Dvi=(1,1,1) ,v2=(0,1,0) ,va=(2,-1,2).
ivi=(1,1,1) ,v2=(0,1,0) ,vi=(1,0,1)
iii)V1=(1,0,3),V2=(0,1,1),V3=(1,0,0).

b) Paraaquellos casos en que T existe y es Gnica obtenga la expresion analitica de T.

¢) {Qué condiciones debe cumplir el conjunto C para que respetando las asignaciones hechas a
los vectores v 1, v2yv3 T exista y sea timica ?

5) Halle una transformacion lineal T:RZ5R? que verifique T(1,2)=(3,-1) v T(0:-1) =(1,5)
;Es unica? Justifique

6) Sea T:P,—>P; /TxY=x’, T(x+1)=0, T(x-1)=x, obtenga T(2-x+4x")

7) Determine una aplicacién lineal T :P,—>R™ tal que

T(1+x)=[g ;),T(2x+x2)=[; ?] y T(—l-x2)=[(1) 8}
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8) Halle la expresi6n analitica de cada una de las siguientes transformaciones (R2—+R2):
-a) simetria respecto de la recta y =3x

b) rotacién de un sngulo de —g

¢) proyeccion sobre la recta y =x

9) Halle la éxpresién analitica de cada una de las siguientes transformaciones (R—-RY):

a) reflexién respecto del plano x=y

b) reflexion respecto del plano y+z=0

10) Sea T:V — W una transformacion lineal, demuestre que:

a) el Nu(T) es un subespacio vectorial de V
b) la Im(T) es un subespacio vectorial de W

11} Sea la transformacién lineal T: R™ — R™ T(A)= A -A", demuestre que:
a) el Nu(T) esta formado por matrices simétricas '

b) la Im(T) estd formado por matrices antisimétricas

12)(Relacionado con &j.n°6 de Sistemas) Dada la transformacion lineal:
T:R3—>]R3/T(x,y,z)=(x+2y—2z,y—2x+4z,-x+3y+22.').
a) Obtenga una base del Nu (T ) e indique su dimensién.

b) Obtenga una base de Im (T ) e indique su dimension.

a

b
13) Si T: B* SR/ T[ dJ = atb-c-d encuentre una base del Nu(T) y de la (T)

c
14) Encuentre una transformacion lineal TR’ R/ Nu(T)= S ylaIm(T)=W, siendo

Xx+y—-z=0
§= W= 2.-1,0),(0,1,-2
{2x+z=0 y W =gen{(2.-1,0),(0,1,-2)}

+y=0
15) Encuentre una transformacién lineal T:-R*>R*/Nu(T)=§ siendo S= { Ty 0
Z—W=

16) T.R’R’ es una transformacién lineal cuyo Nw(T)= {(x, y, z) x=2y=-z}

Demuestre que la imagen de T es un plano que pasa por el origen.
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NOTA: Clasificaciéon de las transformaciones lineales
F : V=W una transformaciones lineales

F es monomorfismo ( = inyectiva) sii Nu(F) = { 0y }
F es epimorfismo ( = sobreyectiva) sii Im{(F) =W
F es isomorfismo ( = biyectiva) sii es monomorfismo y epimorfismo.

17) Pruebe que : la transformacion lineal identidad Id:V—V es biyectiva.
18) Demuestre que T:R"—>R" es una transformacion lineal inyectiva si y sélo si es sobreyectiva

19)A (Relacionado con j.n°8 de Sistemas )Sea la transformacién lineal T : R PSR/

T(x¥,2)=(-2x+2y -2z (k- D)x+(1-k)y+(k*~1)z,-x+y~z)
a) Halle los valores de k para los cuales T es no inyectiva.
b) Halle los valores de k para los cuales la dimensién de Nu(T}=2
¢) Halle los valores de k para los cuales la dimension de Im (T ) =2.

3 . b
20) Clasifique la transformacién lineal definida por T:P, »R™ /T(atbxtcx’)= [; " } :
a-+c

21) Para cada una de las transformaciones lineales halle la matriz asociada respecto de las bases
candnicas.

a) T:R'SRY/T(x,y)=(x+2y, x+7Y)
b) T:P,—R/T(a+bx+cx?)~(a-c,2b,a+c)
¢) T: RPSRY/T(x, y, 2)=(3x+dy+z,2x+5y+3z,x+2y+7)

22) Sea T: R'*>R® / tal que su matriz asociada respecto de las bases canonicas es

2 1 -1 0
A=|-3 a 1 0 |[indique los valores de acRR tal que:
-1 2 0 0
a) rang(A)=2

b) T sea inyectiva

) 1 —-13Y(2k -2 2x2
23) Sea el subespacio §=gen X < R
0 k+1){0 4 '

a) Obtenga, si es posible, los valores de k para los cuales se puede definir una transformacién
lineal T:R™ —R’tal que T sea un epimorfismo y Nu(T)=S§.

b) Para k =0, halle la expresion analitica de la transformacion lineal T': R** R’ tal que
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1
: 00 i 0
Nu(T)=S,T1 0=1 y TO 0l=
0 3
(Queda T bien definida ? Justifique su respuesta.

24) Analice el valor de verdad de las siguientes proposiciones. Justifique su respuesta (demuestre
la proposicién si es verdadera y exhiba un contragjemplo si es falsa )

Sea T: V—>W una transformacion lineal, siendo V y W espacios vectoriales de dimensién finita:

a) 51 dimV=5 y dim W=3 y dimNu(T)=2, entonces T es sobreyectiva.

b) Si dimV=5 y dim W=4, entonces T no es inyectiva.

¢) 8i T es inyectiva, entonces dim V< dimW.
d) 8i dimV=3 y dim W=5, entonces T es sobreyectiva.

€) Si dimV=3 Y dim W=7, entonces el rango de la matriz asociada a T esta comprendido entre 3
y 7.

25) Indique si las transformaciones del ejercicio 21) admiten transformacién inversa, si es asi
determine la expresion analitica para T~

26) Siendo las transformaciones lineales T;: R*—R? /T Ly, 2) < x-yx+z) y

Ty R5R? /T A%y)=(%, ¥, x-¥) . Encuenire las expresiones analiticas de T) ° Tz R*P5R? y

T, ° T R>>R® .Verifique usando las operaciones entre las matrices asociadas a cada una de las

transformaciones lineales respecto de las bases canénicas.

2 0 2
27) Siendo las transformaciones lineales T;: R*—R? /MEE=(O 5 0] y

Ty RP5R? / Mpp=

S = O
- O O

1
0 |. Encuentre el Nu(T; ° Ty),, la Im(T; © T5) y Nu(T¢° To)
1

28) Halle M(Id)m]az

a) 8i By= {(2,1),(1,-2)} y By es la base canénica de R? .

b) Si B, es la base canénica de R’y B2-{(3,0,0),(-1,1,0),(1,-1,1)}

¢) 8iB={(3.0,0),(-1,1,0),(1,-1,1)}y B2 ={(1,2,-1),(1,-1,0),(0,-1,2)}
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1 1
29) Sean B; y B; basesde R? tales que P=[ 5 OJ es la matriz de cambio de base de B,

a Bz.
0
a) Si_[u]m = (ZJ , calcule [ulg:-

1
b) Si [v]g2= [3] , calcule [v]e:.
c) Sea B; = { (1, 0), (1, -1) }. Obtenga la base B;. ;Es tnica?

30) Halle la matriz asociada a la transformacion lineal TP—>R? /T(a+bx+cx2)=(a+c,3b)

respecto de las bases: a) Bi={1,x, 2}, Be={(-1,1),(1,0)}
b) B ={x"+x,x+1,3} y B;={(-1,1),(1,0)}
10

31) Sea la transformacion lineal T: P — R® cuya matriz asociadaes M (T)gg = |2 1
1 2

SiB={1,x} y B={(,0,0),(1,1,1),(0,0,1) }
halle todos los p € P; talesque T (p)=(2,1,0)

32) Sea una transformacion lineal TR SR T(xy,z)= (x+z,-2x+y+2,-3y) :

a) Encuentre la matriz asociada a dicha transformacion lineal respecto de las bases:
canonica de partida y la base B={(3,0,3),(0,1,2),(0,0,-2)} de llegada
b) Calcule T(2,-1,1) verificando el resultado.

: -1 0 0
ST R*—R%/ Mpg-=| -1 2 0| siendo las bases B= {(1,1,0),(0,-1,0),(0,0,-1)},
1 2 a

B’ ={(1,1,-1),(2,-1,0)(1,0,0)} ,encuentre acR /T(1,2,3)=(4,2,1)

34) Sea TR’ R /[T(X)]5, = Mg [x]s; . Halle la expresién analitica de la transformacion

lineal, su nucleo, una base del nicleo y la dimensién de la imagen.

B1={(1=070)=(0?2>O)’(03191)} =B2 ={(2:O=O)=(0s051)7(07_2’0)}5 MBIBZ =

[ T - T
LT B ]
[ ]
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Respuestas:

1)
a) es una transformacion b)no es una transformacién c) es una transformacién
lineal lineal lineal
d) es una transformacién " €)no es una transformacion f) es una transformacién lineal
lineal lineal
7 1
3) T(v)=§ v-3w s T(w)= 3 viw
4 |
a)i) ii) iii) DTR SR
Tnoes Tnoexiste Texistey
unica es inica

1.1 1. 4 1 8
Txy,2)=(2X+2y-—z25%+ -y ——Z~TX +—y +—
(xy.z=(2x Y TR T BTTXA Y +32)
¢) debe ser una base de R’

5) TR*-R?/ Ty (5x-y ; 9%-5y), es tinica

6) T:P,—>Py/ T(ax’ +bx+c)= ax’ +P;—°x, T(4x*—x+2) =4’ - %x

—a+b+c 2a+b-2¢

. 2x2 2 - 3 3
7) T Py—R™/ T(ax” +bx+c) —a+h-2¢ a+h_e
3 3
4 3 3 4
8) a) TR SRY Txy)~(— =X +2y,2 X + =
)a) Cey)=( SXTIYS 5y)
BT R*>RYT. (x,y)=(%x + gy,—g X+ %y )

&) TRSRY/ Tey)~* 2, =22
9)

a) TR ->RY/T(xy,2)=(y,%,2) b) TR’ SR /T(x,y,2)=(x,-z,-y)

12)
Nu(T)= gen{(2,0,1)} , dim Nu(T)=1 ; Im(T)={(1,0,1),(0,1,1)} , dim Im(T)=2
13)

I 0y(1 0Y(-1 1 . )
Nu(T)=gen{ (1 ]’[O J,[ 0 OJ} ,AIMNu(T)=3 ; Im(T)=gen{(1)} , dim Im(T)=1
14)

Una transformacion lineal puede ser : T:R>—SR*/T (XY,2y=(2x+z,-x+y-22,-2y+32)
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15)
Una transformacion lineal puede ser : TR*SRYT(x,y,z,w)~(z-w, x+y , 0)

16) Im(T) = {(x,y,2)/x-z=0} una solucién posible

19) a) keR b) k=0 ¢ k=1 O k#0ykzl

20) T es un monomorfismo

21)
1 2 -
2) M= 1 0 -1 3 41
-1 1 b) M={0 2 0 oOM=[2 5 3
10 1 1 21
22)a)a=1 b) no existe a
23)
a) k=1
b
b) T: R* SR’ /’I'((a d) =(2 a+4bt+ct2d,at2brc+d,3a+6b+3d)
c
24)
a)Vv bV o)A d)F e)F
25)
1 1
o (12 N2 2
AT R? —->]R2/"1"1[y]—-;’ 13 [x] ) THR P /T Y = 0 % 0|
I 1\
3 ’ _1 0 1
2 2

THRY =P /T, y, 2= x;z +%t+—7—

¢) no existe T!

26)

T ° Ty R2SR? /T ° Tz (Y (X-7,2%-Y)

T, ° Ty RSR /Ty © Ty (X,Y,2)7(x-y.x+2,-y-Z)

27)
Nu(T; © T2) = gen{(0,-2,1)} Im((T; ° T3) ={(1,0).(0,1)}, Nu(T; oT5 "Fgen{(1,-1,1)}
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28) °

6 1)
1 1 Z 0 =
7 7 0 5 5
2 1 23 9 4
a) M(Id)g1m,= _ bM(Id)pE={ 0 1 1 cIM(Id)s = 3 -1 3
0 0 1 3 3
0 =
5 5
| _3
2 2 1
28 [uls, = o ) Ok, =| | 9B ={0-D.0,—)
2
30)
- (0 3 0 3 -3 0
M(T)pim2= M(TDgim=
oMs(] 3 7] S
31) p(x) = -x+1
L
2) Mis(T) 32 1 %
3 = —
I R
22 2)
33)a =4

34) TR R /T(x,y,z)= (2x,-4x-y+2, 3}’; 2z ), dimNu(T)=0
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UNIDAD TEMATICA VI

AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

OBIJETIVOS

v Expresaf las coordenadas de un punto y lugares geométricos en' distintos sistemas de

referencia

v Calcular autovalores y autovectores.

<

Reconocer cudles matrices se pueden diagonalizar

v" Relacionar diagonalizacién con transformaciones lineales.

CON'I_'ENIDOS

Cambio de base. Matriz de cambio de base. Autovalores y autovectores. Definicion.

Polinomio caracteristico. Subespacios propios. Propiedades. Matrices semejantes.
Diagonalizacion. )
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- TRABAJO PRACTICO N° 6
AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

1)Sea los subespacios vectoriales

S <{(xy)ER?/ y=x)

82 ={(x,y)ER*/ x=0)

S5 ={(x,y)€R?/ -5x=2y}

a) determine si permanecen invariantes respecto de la siguiente transformacion lineal

T: R?— R*/ T(x,y)= (2x-2y,-5x+y)

b) Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas, justificando la respuesta:
bl) T(x.x)=-4(x,x)

b2) T(-2,5) = A (-2,5) ,V AeR

| 2) Sea una transformacion lineal T: R*— R?/ T(x, y, )= (x +y +3z, x+ 5y+ z, 3x+ y + 2)

- - -
encuentre los valoresde A\€R y de v eR®/tales que T(v)=A.v.

- .
Indique si los valores v €R’ encontrados determinan una base de R?, en caso afirmativo halle
dicha base.

3) Determine para cada una de las siguientes matrices - el polinomio caracterfstico, sus
autovalores y autovectores.

011y 2 1 1
aM:[l IJ B)B=|1 0 I oC=[0 1 0
0 1 110 1 -1 2

4) En cada caso indicar si la matriz A es diagonalizable. Si lo es encontrar la matriz P tal que
PLAPsea diagonal

3 0 6 4 00
a) |0 -3 0 o 2 2
5 0 2 2 3 1

5) Demuestre las siguientes propiedades para A € R™
a) A=0 esautovalor de A < A no es inversible
b) Los autovalores de una matriz triangular son los elementos de la diagonal principal
¢) Ay A'tienen el mismo polinomio caracteristico( y por lo tanto, los mismos autovalores)
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6) Si A y P son matrices cuadradas, tal que P es no singular. Demuestre que las matrices Ay B
tienen el mismo polinomio caracteristico siendo B=P .A P!

7)Demuestre que si A es un autovalor de una matriz idempotente entonces A=0 o A=1
(Nota Una matriz cuadrada A es idempotente si y s6lo si es A*= A)

8) Si A y B son dos matrices cuadradas de orden n, tal que una por lo menos de ellas es no
singular , pruebe que A.B y B.A tienen los mismos autovalores.

9)Sila transformacién lineal T es una reflexién sobre el plano z = 0, determine una base
formada por los autovectores de T y encuentre la matriz asociada a T respectoa la base de

autovectores.

10) Sea una transformacion lineal TR} SR / T(x,y.2)~(2x-3y + 5z, -y + 5z ,42)

a) Si es posible ,halle una base B de R tal que la matriz Mp(T) sea diagonal.
b) Halle otra transformacién lineal distinta de la dada que tenga los mismos autovalores que T.

11) Analice la validez de las siguientes proposiciones para A € R™
a) " Si A tiene n autovalores distintos es diagonalizable
b) Si A es diagonalizable, entonces tiene n autovalores distintos
¢) Los autovectores asociados a un mismo autovalor son siempre linealmente dependientes.
d) El niimero de autovalores distintos de una matriz es siempre menor o igual al grado del
polinomio caracteristico de dicha matriz
e} Si A es una matriz cuadrada y A = 3 es uno de los autovalores , entonces el sistema de
S5
ecuaciones (A-3I). x =0 es compatible determinado
1 2
12) Sealamatriz A=|2 1

a
b
2 2 ¢

a) Calcule los valores dea, b, ¢ €ER paraque A;=1esunautovalorde Ay tiene como

_)
autovector asociadoa vi =(1,1,1) .
b) Analice si A es diagonalizable

13) Diagonalice ortogonalmente la matriz simétrica dada. Encuentre la matriz ortogonal P tal que
PlAP=P'AP

_(3 2 (11
@k&OJ m&hJ

49



14) Sea S1=gen {(1,1,0,1),(0,1,1,2),(-1,0,1, 1)}
a)Defina, si es posible, una transformacién lineal T : R* —» R* que verifique simultaneamente:

S es autoespacio de T asociado al autovalor (-1} y  dim NuT)=2

b)Indique si existe una base de R* formada por autovectores de T. En caso afirmativo, obtenga
la matriz asociadaa T respecto de dicha base.

Respuestas
Da)Siy S b) V-F
2) {"2,3:6} {(-1:0)1)5(15-131) 3 (192:1)}
3)
a’) {171} . b) {'12'1:2} C){1,1,3} ’
{(1,0)} {("17051)5('121,0)’(1,191)} {('13091)3(15051)}
4)
a){-3,-3,8} es diagonalizable b){-1,4,4}no es diagonalizable
(-1 0 6
P={0 1 0
1 0 5
-1 0 0
NT(x,y,2)= (x,¥,-z) ;Autovectores B= £(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} Mpz(T)=| 0 1 0
0 01
10) Autovalores{-1,2,4} autovectores{(1,1,0),(1,0,0),(1,1,1)}
11}
a)v b)F c)F dv e)F

12)a=b=-2, c=-3 , autovalores {-1,-1,1}
Autovectores{(1,0,1),(-1,1,0),(1,1,1)}

13)
a) autovalores {4,-1} b) autovalores {2,0}
autovectores {(2,1),(-1,2)} autovectores {(1,1),(1,-1)}

i4) a) TR*->R*/ T(xy,z,wy= (2z-w, z-w, -z, -W)
b)Autovalores{0,0,-1,-1 }:autovectores{(0,1,0,0),(1,0,0,0}(1,1,0,1),(-2,1,1,0)}

0 0 0 0

Matriz asociada a T en base B: _|e 0 0 0
00 -1 o

0 6 0 -1



UNIDADES TEMATICAS VILy VIII
CONICAS Y SUPERFICIES

OBJETIVOS

Identificar las cénicas, a partir de su ecuacion candnica.

Representar graficamente las conicas.

Obtener los elementos principales de una conica. :

Relacionar los conocimientos adquiridos sobre las cénicas al andlisis de la ecuacion de una
superficie

Identificar y graficar superficies.

Discutir la existencia de un lugar geométrico.

ANENENEN

TN

CONTENIDOS

Unidad Temética VIL: CONICAS .
Definicién de las cénicas como lugar geométrico. Elementos de las cénicas y construccion.
Ecuaci6n general de segundo grado a dos variables: Estudio de los distintos casos.
Parametrizacién de cénicas.

Unidad Temética VIII: SUPERFICIES
Superficies. Estudio por secciones paralelas a los planos coordenados. Cuddricas con y sin
centro. Ecuacion general de segundo. grado a tres variables: Anlisis de los distintos casos.
Superficies regladas: conos y cilindros.
Curva en el espacio determinada por la interseccion de superficies. Proyeccion de la curva
interseccion en los planos coordenados.
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TRABAJO PRACTICO N° 7
Primera parte: CONICAS

1)Determine cudles de las siguientes ecuaciones representan circunferencias
a) x2+y2—6x+2y+36=0 b) x2+y2+8x'+15=0

) x%+y?—dx—d4y+8=0

2) Encuentre la ecuacion de una circunferencia
a) silos extremos de uno de sus didmetros son 4,-3)y(2,7)

b) con centro en el eje de abscisas y pasa por los puntos (2,3) y (6,-1).

3} Encuentre el foco y la directriz de la pardbola de ecuacién:
a) 6x=4y* b) x*-8y=0
En cada caso, grafique la curva
4) Encuentre la ecuacién de la parbola:
a) con vértice en (2,-3) y foco (2,-5).
b) con foco en (-3,-2) y directriz la recta x=1.

5) En cada una de las signientes elipses encuentre las coordenadas de los focos y los vértices y

grafique la curva:

a) 2x2+3y? =12 b) —+2—

6) Encuentre la ecuacion de la elipse, con centro en el origen:
a) sisus focos son (0, +2)yla longitud del eje mayor s 6,
b) si el semieje menor es 4, 1a distancia entre los focos es 15, el centro €5 (0,0) y los

focos estan sobre el eje de ordenadas.

7) En cada una de las siguientes hipérbolas encuentre las coordenadas de los focos, de los

vértices y las ecuaciones de las asintotas .Grafique la curva:

2 2 2X2

) P A by X 4
25 9 16 4
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8) Encuenire la ecuacién de la hipérbola, con centro en ¢l origen:

a) silas coordenadas de los vértices son (0,%2) y las coordenadas de los focos (0,£3).

b) las asintotas son y= % —;-x y los focos tienen coordenadas (++/10 ,0).

9) Indique, si existe, el nombre de la conica, el centro o vértice de la misma y la ecunacién de

la traslacién efectuada para obtener su ecuacién candnica.

a) 9x* +16y° +54x-32y—-47=0 b) x2 - 6x+4y—11=0
c)4x2 ~16x-9y% +18y +7 =0 d)4y* - x* +40y —4x+60=0
x> +y2+6y+17=0 y?-10x-2y+21=0

10) Demuestre que una ecuacion de la forma ax> + by = 0 , con a y b nimeros reales no nulos es

la ecuacion de una parabola con vértice en (0,0) y eje de simetriz en el gje y.

11) Encuentre las condiciones para que una ecuacion de la forma ax® +bx + cy+d=0,a%0,

represente:
a) una parabola.
b)  dos rectas verticales.
¢} unarecta vertical.

d) no tenga representacion grafica.

12) Dada la ecuacién y* +ax’ =x
Identifique para que valores de a queda determinada una elipse o una hipérbola.
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Respuestas

1y

a)no tiene grafica b) centro O (-4,0) b) representa el punto (2,2)
radio r=1

2) _

2) (= 1)+(y-2)=34 b) (x—3)? +y? =10

3)

2) foco F(— % 0) directriz x=§ b) foco F(0,2) directriz y=-2

3
2.5
2
1.5
1
0.5
4 -2 ‘ 2 4
4)
a) (x~2)> =-8(y+3) b) (y+2)* =-8(x+1)
5) _
a) focos F(++/2,0) vértices A(+./6,0) b) focos F(0, £ 4) vértices A0, %5)

>4




ayVértices (£ 5,0) ; asintotas y=+ %x R focds

F(++/34,0)

b) Vértices (0,+ 4 ) ; asintotas y=+ 2x ; focos
F(0,424/5)

S

8)
2 2 2 2

B AR | ) [ AR
4 5 B 2

)

a)Elipse de centro centro (-3,1)
ecuacion canénica9(x +3)? + 16(y —1)* =144
) x'=x+3
traslacién { '
y'=y-1

¢)par de rectas 2x-3y=1 ; 2x+3y=7

b)Parabola con vértice (3,5)

ecuacién canénica (x—3)% = —4(y ~5)
X'=x-3

y=y-3

d) Hipérbola de centro centro (-2,-5)

traslacion {

ecuacién candnicad(y +5)° — (x +2)* =36
X'=x+2

traslacion {
y'=y+5
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e) no hay lugar geométrico ' f)Parabola con vértice (2,1)

traslacién {X';— x=2
- y'=y-1
11).
o i) iif) iv)
c#0 - =0 A b’ ~4ad>0 =0 A b*-4ad=0  .c=0A b*-4ad<0

12) Si a>0 A a 3 les una elipse, si a<0 es una hipérbola
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- Segunda parte: PARAMETRIZACION -

1) Halle las ecuaciones paramétricas de las siguientes curvas de R?, indique el rango del

parametro

2,2
a) x“+y"=x,yz20
) Y b) x2+2x+4y2—8y=0,x20

c) 4x2—16x—y2—8y=2 d) y+l=x2—5x

2) Halle la ecuacién cartesiana que corresponde a la ecuacion paramétrica y realice su gréfica.

X =4 sen2t =2 cosa
0st< ™ b) " O<a<n
y =4cos2t 4 y =3 sena.
x=1-t X = secol '
c) 2 —lgt<l d) ee ,OsaSZn,a;&E,aaﬁE’E
y=t - y=35 tgo 2 2

3) Halle una parametrizacion adecuada de la trayectoria de un punto que se mueve sobre la
parfbola y* =x +1, x > -1, comenzando el movimiento en el punto (—1,0}, moviéndose hacia la

derechay finalizando en el punto (3,2).

1| £1. Encuentre ofra

4) Un punto se mueve sobre un arco de curva XeR},X= (t,\ll—t2 )X

parametrizacién de dicho movimiento, tal que t> 0, comenzando por el punto (-1,0)
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Respuestas.
1)

X= 2+—25&coc
2

y=—4+«/§tg0t
2)

2) x*+y2=16,0<x<2,0<y<2
) y=(x+1?, 0<x<2
HXeR:, X =(t2-1,1)0<t<2

4) {X:—msq’ L 0<gp<x
¥ = seng

T
,030{.521:/\0”&5/\0&;&
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b)

x=—1+\/§cosa

5 ,0<a<2n
y=1+7sena

VteR



Tercera parte: SUPERFICIES

1) Analice si la ecuacion dada corresponde a una superficie esférica, si lo es, indique el

centro y radio
a)- x? +y2 +22 —4x+4y+6z+20=0
b) 2x2+2y2+22° —6x+10y+10=0

c) X2+y2+22+2x-—4y+2z+6=0

2) Indique las condiciones que deben verificar a, b ,c.d € paraque

x* + y2 +7% +ax+ by +cz+d = 0 represente la ecuacién de una superficie esférica.
2x—-y=2
3)Sean L;: { Y 7 Lixy)=tl23+(0,0)
) yoz=—

Obtenga la ecuacion de la superficie esférica con centro en L, mL, y que es tangente al
plano o: 2x—z+3=0

I

4) Indique, cuando sea posible, qué representan las siguientes ecuaciones en R*y R’
a) x° -y =z
b) X+y+2E=9
c) 2x-y+z=3
d) x-2y+2x+1=0
e) X+y +6x-2y=0

| f) X2y +7 =4

g) 2x2+2y2+4x-6y-z=0
h) -4x* -y" +2 Z2-8=0
) x=3
j) X+ =9

5) Dadas las siguientes superficies:
a) y=x .
b) z=3+x>+y%
¢) x’+y*+z° =4
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d) 36x%-y® +9z? =144.

e) y2 =4x2 +22.

) x*-y* -zt =4,
g y+7=9
h) z= X3y
1) Identifique y grafique cada una de ellas.
1i) Analice para qué valores de la constante k/ k € R, existe interseccion con planos x =k,
y =k, z=k. Cuando exista, encuentre e identifique la ecuacién de la curva interseccién.
(Les parece que se podria pedir que
6) Las superficies dadas se cortan segim una curva C. Grafique las superficies ,

parametricen la curva C y su proyeccisn sobre el plano coordenado gue se indica.

a) S :x2+y2+(z—2)2=4 ;82: z=1 plano xy
b) S :x=z"+y* ;S;:x=4 plano yz
) Si:Z7=x*+y* ;S :x*+y’+22 =10 plano xy ,z>0

d) 8 :-x" -6y’+2’=1 ;8 z=2 plano xy

7) Obtenga el hiperboloide de una hoja que cumple con las siguientes condiciones:
aj Su traza con el plano xz es una hipérbola equilitera centrada en el ori gen tal que uno de sus
vertices es el punto (1, 0, 0)

b) Su traza con el plano xy es la circunferencia con centro en el origen y radio 1.

8)Sea la superficie § de ecuacién: -x + y* - Az = B.

Determine los valoresde A y B en cada uno de los siguientes casos:

a) S representa una superficie cilindrica cuya traza con el plano xy es una hipérbola de
distancia focal 3+/2 yeje focal “x” .

Obtenga las trazas y grafique la superficie para los valores hallados.

b) S corresponde a un paraboloide hiperbélico que contiene al origen y cuya interseccion con el

plano x =1 es una parébola de vértice V = (1, 0; 2).
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Respuestas

1) a) no corresponde a una superficie esférica

¢) corresponde al punto (-1,2.-1)

2y a2 +b%+c¢? > 4d

16
3) (x2+(y-2+(z-3) =
4
EnR® EnR’
) [ — a) paraboloide hiperbélico
) P b) superficie esférica
) ¢) plano
d) pardbola d) superficie cilindrica
parabolica
e)circunferencia e)superficie cilindrica
circular
3)

a) superficie cilindrica parabolica

5 ) 7
,0) v radio r=‘]:
2 )y 2

b} es una superficie esférica de centro en ( % —

EnR?

L

) e

i) recta

j) oo

b) paraboloide circular

EnR?

f) hiperboloide de una
rama

g)paraboloide circular
h) hiperboloide de dos
ramas

i) plano

jelipsoide
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c) superficie esférica d) hiperboloide de una hoja

¢)superficie conica

g) superficie cilindrica circular h) paraboloide hiperbdlico
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6)

3 x=4
X=NJo0sa by C(t)=<y=2sena. ,0 < <2m
a) C(t):{ y=+3sena , 0< o <2n
Z=2cosa
z=1
zz_+y2 =4
x2 2:. C(X7Y:Z):
Cx,vy,2): x4y =3 x=4
z=1
2 2 _
X2 +y% =3 En el plano yz : y =4
En el plano xy : 0 x=0
7=

#
¢
4
]
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8)

a) A=, B—— >
4

La superficie es —x*+y’ = -%

1

b)A=-—,B=0
2
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La superficie es —x*+y* = -% z




UNIDAD TEMATICA IX
APLICACIONES de diagonalizacién

OBJETIVOS:

v’ Aplicar los conocimientos adquiridos sobre autovalores y autovectores al calculo de
mafrices .

v' Relacionar los temas de Geometria Analftica con el concepto de autovalores y

autovectores.

v" Adquirir habilidad para aplicar recursos algebraicos a Ia resolucién de distintos
problemas .

CONTENIDOS:
Aplicaciones a 1a geometria y al calculo de matrices.
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TRABAJO PRACTICO N° 8

APLICACIONES DE AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

1 0 : o )
1)Si A=[ 1 J es una matnz cuadrada y p(A) es su polinomio caracteristico
verifique que :entonces p(A)=N

(41 (11
2)S1A(0 zj yP{O GJ

a) encuentre P
b) Si A y B son matrices semejantes , encuentre B®

3)SiD= -1 0 e (12
1 — —_—

1o 4) V711 3
a) encuentre P

b) si se verifica que B=P" D.P calcule B’

4) Indique , en cada uno de los casos , si para calcular A® se debe realizar el producto de
matrices o se puede usar alguna propiedad. Justifique su respuesta.

2 =2 0 0 1 0

a)A=-2 1 -2 bA=[0 0 1
0 -2 0 1 -3 3
Autovalores {-2,1,4} Autovalores {1,1,1}

5) Dadas las siguientes ecuaciones, exprese en forma canénica, identifique y grafique.
a) x2 +4xy+y2 -3=0

b) 5x%+6xy+5y°—-8=0
c) 9x* -24xy+16y* -25=0
d) 9x* -24xy+16y* +y =1

6) Sea 2x° +2ky+y° =1.
Halle todos los valores de k=R tales gue sea un par de rectas.

7) Sea la elipse x> +11y’2 =11 referida al sistema de coordenadas CUyOSs ejes son

generados por los vectores E = (_3; _—1] ; = [L ~3—J Obtenga la ecuacion
referida a la base candnica de R? .
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Respuestas.

2)
p -1
2 B'= 65536 0 b)P! = 16
0 256 0 -
6
3)
3 2 :
Y 469 1230
ppt=) 5 3 b)B® =
11 205 614
5 5

4) a) es diagonalizable , se puede usar que A’ = P'.D* p

b) se debe hacer el producte indicado

5)
) %) 5 3
33 5 s

(5, 3}, (3, 5)) |
{11, 23, {2, 1n}
_ﬁ%ﬁ .| Eigervalues[a] (\\
Eigeavalues[A]
{2, 8 ~1.5%1-0.5 [ 0.5 1 1.
(-1, 3} > : -0.5
Eigenvectors[a] \
[A 1.5

{{-1, 13, (1, 1

({1, 1}, {1, 1}})

g 12 g5 .12
A=(_1p 1g A= (12 16} :
2
Eigenvalues[A] 2 Eigenvalues[a] -
{25, 0} {25,0} ]
- za -l/-n(- // 0.5

Eigenvectors Al ) Eigenvectors[a] 7
f{-3,4},{4,3}1 ({=3,4}, (4,31} )
6)/k| =1

7) 2 +6xy+10y* =11
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APENDICE
NUMEROS COMPLEJOS

INTRODUCCION

Ecuaciones como x?2+9=0 0)
x2+4x+5=0 (ii)

No tienen solucion en R:
i) x?=-9
(i) : (x+2)2=-1
pues: Va:a€ R = a% € R}
Definimos el nimero imaginario i de modo que: 2 = —1

y esto nos permite resolver las ecuaciones anteriores:

(1) Luego las soluciones son: x = 3iVv x = —3i
(i) x=-24+ivx=-2-1i

Definicion: Un numero complejo z es un par ordenado de nimeros reales (x, y)
donde x es la parte real R e y es la parte imaginaria Im.
z=(;y)=x+1iy

R(z) =x Parte real de z

Im(z) =y  Parte imaginaria de z

Ademas de la resolucion de ecuaciones matematicas como las anteriores, los niUmeros complejos
tienen aplicaciones en Ciencias e Ingenieria: utilizamos nimeros complejos en: modelos de circuitos
eléctricos, analisis de vibraciones mecénicas de sistemas, teoria del calor, dindmica de fluidos,
electrostatica, descripcion de ondas (especialmente en fendmenos de difraccion e interferencia de
ondas de luz), en mecéanica cuantica la funcion de onda que describe objetos como los electrones
necesita de los nimeros complejos como parte esencial de esta descripcion.

Podemos considerar a los nimeros complejos como una extension del conjunto de los nimeros reales,
y en este nuevo conjunto de nimeros, el Teorema Fundamental del Algebra establece que cualquier
polinomio de grado n con coeficientes complejos (de los cuales algunos o todos pueden ser nimeros
reales) tiene n raices (contando las raices multiples).
Calculemos las raices de un polinomio p de coeficientes reales con MatLab:

p(x) = x> —5x* +9x3 —9x2 + 8x — 4
Cargamos el vector p en MatLab incorporando solo los coeficientes, en potencias decrecientes y entre
corchetes.
Luego la funcidn roots calcula las raices. Si pedimos la ayuda del programa help roots, obtenemos:

1 MatLab opera en el campo complejo.




»>> help roots
roots Find polynomial roots.

roots (C) computes the roots of the polyvnomial whose coefficients

are the elements of the wector C. If C has N+l components,
the polynomial is C{(L)*X"*N + ... 4+ C{H)}*X + C(H+1).

> p=[1 -5 9 -9 8 -4];
»» raices p=roots(p)

raices p =

0.0000 + 1.00004
0.0000 - 1.00001
2.0000 + 0.00001
2.0000 + 0.000041
1.0000 + 0.000041

Lasraicesdepson: i,—i ,2 (doble)y1
p(x) = (x? + 1)(x — 2)?(x — 1) Forma factorial

Encontremos las raices de un polinomio g, para el cual algun coeficiente no es real:
qit) =t*+ (—1-3Dt3+ (—4+Dt?> +4it+2

>» gq=[1 -1-31 -4+i 4i 2]:

»» raices og=roots(d)

raicez g =
-1.0000 + 0.00001
0.0000 + 1.00001
1.0000 + 1.00001
1.0000 + 1.00001

Lasraicesdeqson: —1 ,i, 1+ i (doble)
qt) =+ 1Dt —i)[t— (1 +i)]* Forma factorial

CONCEPTOS TEORICOS BASICOS:
Forma Polar o Trigonométrica de los nimeros complejos:

A
y
z=(x,y)
Y o ,
o |
¢ | .
{x =pcos¢ X X
y = psen¢

z=x+1iy =pcos ¢+ ipsene
2



z = p(cos ¢ + isen¢p)  Forma Polar

o también utilizando la notacion abreviada: z = pcis¢
Siendo:

p = |z| =+/x? +y? mobdulo o valor absolutode z (p = 0)

¢ =arg(z) = arcsen% = arccos% = arctg% (z+#0)

Valor principal del argumentodez: 0 < ¢ <2m
Forma Exponencial de los nUmeros complejos:

Se basa en la formula de Euler (la demostracidn no esté al alcance de este curso)

e’ = cos ¢ + iseng Formulade Euler

z = pe'? Forma Exponencial

Sean los nimeros complejos:
z; = x1 + iy, = prlcos($q) + isen(¢py)] = P1ei.¢1
Zp = X + iy, = palcos(d,) + isen(¢,)] = pye'??

Igualdad:
Z1 =2 X1 =X ANY1 =2
Zl =22@p1 =p2/\¢)1 =¢2+2k7TAkEZ
Suma:
Z1+ 2y = (X1 +x2) +i(y1 +¥2)
- 21122
X
Suma de Numeros Complejos

Producto:

En forma bindmica:

21z = (X1 + 1y1) (X2 +1y2) = (01X — y1y2) +i(1y2 + X2)1)
En forma exponencial:

tz = (p1e9) (026%7) = (p1p2) (e916192) = (pypy)e! @142

En forma Polar:
212y = (p1p2)[cos( Py + @) +isen(P; + ¢2)]

Conjugado de un namero complejo:



Sea z =x + iy, llamamos conjugado de z al nUmero complejo z = x — iy

Cociente:
Siz, #0
En forma binémica:
Zy  Z1Zy (x1 + iy1) (xz — iy7) _XiXp +V1Y2 | X2V1 T X1)2
z, 2,7; AR X2+ y,? X% + y,?
En forma exponencial:

ip
A _ P P ig-¢)
Z;  pe'®zr  p,
En forma Polar:
Z1

[C05(¢1 ¢2) + isen(¢y — ¢,)]

Zz

Potenciacion:
n_ (peiqb)” — pneinqb
z" = p"[cos(ng) + isen(ng)]

Radicacion:
Si w=re'

. . + 2km
%=W@Z=W"@pe‘¢=r”em9@pzr"/\q,’>+2k7t=n9:>r=’{/5/\9=¢—

¢+2k7‘[

Nz="/pe" n Ak=01,..,n-1
+2k7‘[ . ¢ + 2km
Vz = Wk+1—\/_[COS< >+lsen(T)]/\k=0,1,...,n—1

En la siguiente figurase muestran las raices sextas de un complejo z




Curvas y regiones en el plano complejo:
Rectas que contienen al punto z, = (xo; ¥o) = pocis(¢o):

Paralela al eje real: Y =79
Paralela al eje imaginario: x = x,
Mediatriz del segmento z,z,: |z —2z,| =|z—2z,
A
y

v

Semirrecta: ¢ = ¢,

Py

v

Circunferencia con centroen zy yradior: |z —zy| =71

Circulo concentroen zy yradior: |z—2zy| <r
A

20

v

Elipse con focos en z;yz, y diametro mayor “2a”, siendo 2a > |lez|

|z — z1| + |z — 23| = 2a



Matrices

Sea la matriz A = ( 1

1 )
1) Si calculamos sus autovalores resulta:

1-2 1

|A—M|=| IR

=(1-0)%+1=0

El polinomio caracteristicoes: A2 —2A+2 =0 ysusraices:A;, =1+i; A, =1—i

EJERCICIOS PROPUESTOS
Ejercicio 1:
Dados los siguientes nimeros complejos:
zy=3—4iz, =1+iz3=5—-4i
Realice los siguientes calculos:
1.1)z,7, 1.5)(z; + 23) 2,2

1.2)3m(zz)z3 + | z4] 1.6) <Z3) PE
. —|Z
Z3 - Z1 Zl !

1.
3) .

1L.7)R(z3) + 2R(z) + 1
R(z, + 73)

1.4 1.8)z,3 +iz,% — 2z
) Z +2) )Z; 2 2

Ejercicio 2:
Complete el siguiente cuadro segun corresponda y represente en el plano complejo:
BINOMICA POLAR EXPONENCIAL
-2+ 2
3cis(5m/3)
Sem'
—4i
eTl’
V2cis(5m/4)
cisnm) A\n€Z
e_ig

Ejercicio 3:

Complete el siguiente cuadro e interprete geométricamente los resultados obtenidos en la sexta
columna:

z |z| arg( z) z z Vz

3i

2+ 2i

—/3i—-1




Ejercicio 4:

Utilice: (cos 8 + isenf)™ = cos(n0) + isen(nf) (de Moivre) para probar:
4.1) cos(360) = 4cos®>0 — 3 cos b 4.2)sen(30) = —4sen30 + 3send
Ejercicio 5:

Resuelva las siguientes ecuaciones y grafique el conjunto solucion:
5.1)cos x + isenx &= senx +icosx Ax ER

52)z3 =322 +3z+7=0

53)z* +4z3i — 622 —4zi—15=0

Ejercicio 6:

Dada la matriz A = (_11 1

gue nos permite diagonalizar la matriz, obtenga la matriz diagonal semejante a la matriz A.

) y obtenga la matriz P, matriz de autovectores y su inversa, P~1

Ejercicio 7:

Determine, en cada una de las siguientes ecuaciones o desigualdades, el conjunto de puntos del plano
complejo que satisface cada una de ellas. Grafique tal conjunto.

71D)|z—8+4i| =9 7.6)|z+2+i| > |z—1]
7.2)|z| = |z —i] 7.7) -1 < R(z) < 2
7.3)|z|* + Sm(z) = 16 78)|z+il >z A |zl <1

7.4)|z = 2i| +|z| =6
7.5)8m(z—i) =R(z+1)

79z-2i<|z+2—-i] A |z|>1
7.10)|z — 4i| — |z| =2

RESPUESTAS
Ejercicio 1:
1.1)—-1-7i 1.5)30 — 165i
1.2)10 — 4i 1.6)31 — 8i
1.3)1 —i 1.7)0
16 12 —
1.4)—+—i 18)-6



Ejercicio 2:

—2+2i 2\2cis(3m/4) NP
; -3 ?i 3cis(5m/3) 3ei%ﬂ
-5 5cis (1) Gell
—4i 4cis(3m/2) 43%”
e™ e™ e
1 VZcis(5m/4) JZela
(=" cis(nt) An€Z elnm
—i cis(3m/2) o i3
Ejercicio 3:
z || arg(z) z* z® Vz
A
T 2/3cis |=
3 3 T 81 -799 V3cis 3 (4k + 1)] ANk
2 =0;1;2;3
r T
T 8/8cis |—
242 | 22 i 64 s1pi | VBeis| 5@k + D]k
4 =0;1;2;3
4 , [T
-5 5 w 625 1605 | 5cis |72k + DAk
=0;1;2;3
7T
4 A 9cis |—
_3i-1 2 . —8(1+31) 64 \/ECLS_6(3k+2)]/\k
3 = 0;1;2;3
Ejercicio 5:

I
5.1)x=Z+kn/\kEZ

ANk=0;1;22,=2+V3i;2, = —1;2z3 =2 —V3i

~(m+ 2km
5.2)z41 =1+ 2cis (—)
k
5.3)z4q = —i + 2cis (Eﬂ) Nk=0;1;2;302=2—10;z,=10;23=—2—1;Z4 = =3I
Ejercicio 6:
1 -i
_(1 1 1 _[2 2
P=(; )¢ pr=(l F) o0
2 2
Ejercicio 7:

7.1)|z — (8 — 4i)| = 9Lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto (8;-4) es

igual a 9. Circunferencia con centro en 8 — 4i y radio 9.
O también:S; = {(x;y) € C/(x — 8)2 + (y + 4)? = 81}




7.2)|z — (0; 0)| = |z — (0; 1)|Lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del origen y
de A(0;1), la mediatriz del segmento OA. O también: S, = {(x; y) EC/y = %}Recta paralela al eje

real.
2
7.3)S; = {(x; y) € C/x? + (y + %) = 6TS}Circunferencia con centro en (0; - %) y radio ?.
7.4)  Lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a los puntos (0;2) y al
origen (focos) es igual a 6 (2a = 6).
2
Sy = {(x; y)€C/ gz + (y,fl) = 1} Elipse con centro en (0;1) eje focal ejey; a=3; b = 2v2
yc=1.
7.5)Ss ={(x;y) €C/ly =x + 2}
7.6)S¢ = {(x;y) € C/y > —3x — 2} Semiplano.
7.7S; = {(x;y) € C/ — 1 < x < 2} Franja paralela al eje y.

1
7.8)Sg = {(x;y) €C/y > _Esz +y2 < 1}

Sq
II X
rII 1
7.10)S; = {(x; y)€EC/— gz +(y—-2)2=1Ay< 1} Rama inferior de una hipérbola
15 -
/0«; 10
-4 -2 05 ¢ 2 4




Resolucién con wxMaxima
Las operaciones con nimeros complejos son anélogas a las de los nimeros reales Las siguientes
funciones de Maxima son propias del campo complejo.

Las funciones se escriben en mindsculas y los argumentos entre paréntesis.

Nombre Devuelve z=1—1i ($11) =z:1-%1%

cabs Modulo (302) -\l'?

(%13) cargl(z);

carg Argumento en radianes (303}
4
conjugate Conjugado 514) conjugate(z);
($04) %i+1l
. P . . (%15) imagpart(z):
imagpart arte imaginaria (305) -1
(%16) realpart(z);
realpart Parte real (306) 1
(%17) polarform(z);
polarform Forma exponencial i

(2307) /2 22 ¢4

$18) rectformi(z);
($08) 1-%1i

rectform | Forma rectangular o bindmica

Ejercicio 1

Cargamos los datos separados por comas en una lista que va entre corchetes, las asignaciones se hacen
con dos puntos (:), al final de la lista el signo pesos $ para que no muestre el %01 (output)

$1il) [2l:3-4%%1,z2:1+%1,=z3:5-4%%1]%

Construimos otra lista con los calculos y le aplicamos rectform
10



(%$12) rectform([zl*conjugate (z2),imagpart(z2)*z34cabsizl),
(z3-zl)/zZ,realpart(zl+z2)/ (zl+z2),conjugate (22423) *z1"2,
conjugate (z3/z1) * (cabs{zl)) "2,
realpart(zl”2)4+2%realpart (zl)+1,2z2"34%1*%2z2"2-2%z2]) ;

12 %1 16

(302) [-7%i-1,10-4%i,1-%i,

+-,30-165%1,31-8%i,0,-6]

Ejercicio 3
z |z] arg(z)
. %13 31);
1) w31i3esic ($12) cabs (z31) ; (313) carg(z31)
1 . Rl T
-oE e (302) 3 (303) —
) (3i2) cabs(z32); (313) carg(z32);
i . .y
($11) =z32:2+42+%%1i5 (202) 23f2 ($03) ;
.. (%$12) cabs(z33); (%$13) carg(z33);
x - ._Ce
($11) =33:-55 (202) 5 (%303) n
B _ ($i2) cabs (z34); (813) carg(z34);
(%11) =z34:-sgrt(3)*%i-15 2q
(F502) 2 (%03) 5
z* A Yz
(23i4) z31°4; (2i5) z31°6; ($¥16) polarform(z31~(1/4));
1 H - d $ixw
(%o0d) 81 (5o05) —-T729 (206) 3/4eg ©
. . (%316) polarform(z3Z2~(1/4));
(%$14) rectform(z3Z2~4); ($15) rectform(z32"€); six
($o0d4) —-64 (%05) -512 %i 378 o 1o
(FoE) 2777 %2 -°
. . . -~ (%16) polarform(z33~(1/4))
(%14) =z3374; (%15) =z337¢; six
C
(%04) €25 ($05) 15625 (306) cl/4 g 4
(%$16) polarform(z34”(1/4));

($i4) rectform(z34°4);
(204) -8+/3 %1i-8

(%$15) rectform(z34"6);

(305) 64

(%06)

ii=

2lidgy 6

11




Maxima solo calcula una raiz enésima, para obtener las restantes debemos recordar que todas tienen

. L, . 2 ,
el mismo médulo y los argumentos difieren en 7” En este caso como se trata de raices cuartas

2kn Kk
debemos sumar al argumento TT[ = 7“ yk=1,23

Ejercicio 4
- (%11) [z:cos(3*t)4+%i*sin(3*t),z4:=2"32]%

(%$12) cos(3*t)=realpart(zd);

41) (302) cos(3 t)=cos(3 £)° -3 cos(3 t)sin(3 £)°
o(ei } sin(3*t)=imagpart(z4);
4.2) (303) sin(3 t)=3 cos(3 t£)° sin(3 t)-sin(3 £)°

Ejercicio 5
© (%i1) solve ([z~3-3%z72+3%z+7=0], [z]);
5.2) (%01) !—Z:E—*\I?%i,z:’\l?%iﬂ"z,z:—j_}

(3i2) solve([z 444%z*3%3i-6%z~2-4%z*%i-15=0], [z]);
53) (¥02) [2=-3%i,2z=%i,2z=-%1-2,2=2-%i]

Ejercicio 6
. %11) Armatrix({[1,1]1,[-1,11)5%

i2) eigenvectors (%) ;

(%12
($02) [[[1-%1,%1+1],[(1,1]],(([Y,-%1]],[[1,%1]]]]

En la primera lista salen los autovalores, en la segunda la multiplicidad de cada uno
respectivamente y en la tercera los autovectores, que ubicados en columnas constituyen la matriz de

cambio de base.
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(%13)

1-%1 0
(523)
0 Fi+1l
(514) P:
1 1
(5c4)
—-%i %i

matriz([1,11,[-%i,%1i]1);

Dimatrizx([1-%1,0],[0,%1+1]);

(%15)

L | =
o
v |

(%03)

ra | =
s
C i

Con MatLab, la matriz de cambio de base la normaliza.

»> B=[1 1;-1 11:
=> [PB,D]=eig(h)

E =
0.7071
0.0000

D =
1.0000
0.0000

+
+

+
+

0.00001
0.70711

1.00001
0.00001

0.7071
0.0000

0.0000
1.0000

+

+

0.00001
0.70711

0.00001
1.00001

13

P _inversa

0.7071 +
0.7071 +

»» P inversa*L*P

ans =

1.0000 + 1.00001
0.0000 + 0.00001

0.00001
0.00001

P inversa:invert (P);

Q.0000
0.0000 +

0.70711
0.70711

0.0000 +
1.0000

0.00001
1.00001



Aplicaciones de Algebra Lineal y Calculo: Serie de Fourier:

1) Espacios Vectoriales de dimension infinita:

a) Consideremos un vector de R", pero con infinitas componentes,

diremos que u e R”, pero el vector debe tener longitud finita, es
decir:

—

u=U,,u, ,...),

2 - = x 2 ’
=< u,u >=Zui <k
i=1

N

N
uf<k;keR™ , osea|u

Por ejemplo: U:LLE,E,...,E,...J
2 3 n

- 0 % i
su dimensién es: |u {Z%} , sabemos que Ziz es una serie
n=1 n n=1 n
o . o] lim 1)’
convergente (por el criterio de la |ntegraI:J' —dx = -=1 =1)
X b — 40\ x),

luego la longitud del vector es finita.

El vector v=@11..1..) tiene longitud infinita.

b) Consideremos como vectores las funciones f(x), g(x),...,h(x)...
definidas en el [0,2x]. Definimos como producto interno de estos

vectores reemplazando la sumatoria de los vectores discretos por
integrales en el caso de los vectores continuos:

(). 90)=[" f(x)o(x)ax

. %
Y la longitud de un vector resulta entonces: ||f(x)||=U02 fz(x)dx} i

Ejemplo:

1) Sea el vector f(x)=senx

(f,f):jozn sen’xdx=m  luego, su longitud es: [senx|=+r

2) Las funciones f(x)=senx y g(x)=cosx son ortogonales pues:




(f,0)= LG senx.cos xdx = 0

También son ortogonales entre si las funciones:

1, senx , sen2x , sen3x , ...,Sennx,...,cos X, cos 2X,...CoS NXx,...

2) Serie de Fourier:

La serie de Fourier de una funcién f(x) es su desarrollo en senos y
COSenos:

f(x)=a, +a, cos X + b,senx + a, cos 2x + b,sen2x + ...

Donde los coeficientes a; ,b, son las coordenadas del vector f(x) en
la base {1, senx,sen2x ,sen3x,...,Sennx,...,cos X, CoS 2X,...COS NX,...}, qUE €s una

base ortogonal, y de infinitos vectores.
La longitud de f(x) es:

(f, f>% =an (a, +a, cos x +b;senx + a, cos 2x+bzsen2x+...)2dx} g

27 2
:U() (a02 +a,” cos® x+b,’sen’x + a,” cos? 2x+b223en22x+,__) dx} _

= [2753-02 +n(a12 +b12 +a22 +b22 + )]%

Una base ortonormal (candnica) es:

{ 1 cosx senx coOsS2X sen2x }

Vor'Vm Am oV Vm

Luego, una funcion f(x) puede escribirse como una combinacion lineal de esta base
ortonormal:

A

B B
f(x):ijticosx+—13enx+—c032x+—zsen2x+...

Ver Jn Jn Jn

Y la longitud del vector serd: [f(x) = A’ + A’ +B>+ A% +B," +..
(recordar que la longitud debe ser finita)




Ejemplo:

(I)

Sea la funcién:  f(x)=

¢COmo desarrollar en serie de Fourier esta funcion?

(Nota: observemos que si x representa tiempo, el desarrollo en serie de
Fourier de esta funcidn nos dara las componentes de frecuencia de la
funcién, siendo los coeficientes A , B, las amplitudes (o intensidades) de

cada frecuencia).

f(x)=a, +a, cos X + b,senx + a, cos 2x + b,sen2x +...  (II)

Si multiplicamos ambos lados de la igualdad anterior por cos x e integramos
en el intervalo [0,2r]obtenemos:

2n 2n s .
J'O f(x)cos xdx=.[0 a, cos® x dx = a,m (los restantes términos se anulan)

y obtenemos el coeficiente a =£j02n f (x)cos xdx
T

Andlogamente obtenemos los restantes coeficientes a, ,b, multiplicando la
igualdad (II) por: 1, senx , sen2x , sen3x,...,sennx,...,cos X, COS 2X,...C0S NX,...




a, :i‘[;” f (x)coskxdx
T

b, = EJ.OZH f (x Jsenkxdx
/8

a, =+ £ (x )

0
210

Si utilizamos estas formulas para obtener los coeficientes, resulta:

f(x) 4 [senx N sen3x N sen5x - sen(2n +1)x N }

ol 1 3 5 7 2n+1

f(x) _ 4 i sen(2n+1)x

22 (D) (serie de Fourier de (I))

Y la longitud del vector resulta: |f(x)|=+2n

Representamos graficamente utilizando el Geogebral, primero un solo
término de la serie, luego dos términos, y asi sucesivamente, vemos como

la serie, cuanto mayor es la cantidad de términos considerados, mas se
aproxima a la funcién (I).

! https://www.geogebra.org/download?lang=es



https://www.geogebra.org/download?lang=es




