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APÉNDICE  

 NÚMEROS COMPLEJOS   

 

INTRODUCCIÓN 

 

Ecuaciones como    x2 + 9 = 0                  (i) 

                                x2 + 4x + 5 = 0        (ii) 

                                

No tienen solución en ℜ:    

 (i’)    :            x2 = −9 

 (ii’)   :  (𝑥 + 2)2 = −1  

                                 pues:  ∀ a: a ∈ ℜ ⟹ a2 ∈ ℜ0
+ 

Definimos el número imaginario i de modo que:       𝑖2 = −1 

y esto nos permite resolver las ecuaciones anteriores: 

 

(i) Luego las soluciones son:    𝑥 = 3𝑖 ∨ 𝑥 = −3𝑖 

(ii) 𝑥 = −2 + 𝑖 ∨ 𝑥 = −2 − 𝑖  

   

    Definición: Un número complejo z es un par ordenado de números reales (𝑥, 𝑦)                                   

                               donde  x  es la parte real ℛ  e  y es la parte imaginaria ℐ𝑚. 

                                                               𝑧 = (𝑥; 𝑦) = 𝑥 + 𝑖𝑦   

                                                           ℜ(𝑧) = 𝑥        Parte real de z 

                                                         ℑ𝑚(𝑧) = 𝑦      Parte imaginaria de z 

          

 Además de la resolución de ecuaciones matemáticas como las anteriores, los números complejos 

tienen aplicaciones en Ciencias e Ingeniería: utilizamos números complejos en: modelos de circuitos 

eléctricos,  análisis de vibraciones mecánicas de sistemas, teoría del calor, dinámica de fluidos, 

electrostática, descripción de ondas (especialmente en fenómenos de difracción e interferencia de 

ondas de luz), en mecánica cuántica la función de onda que describe objetos como los electrones 

necesita de los números complejos como parte esencial de esta descripción. 

 

Podemos considerar a los números complejos como una extensión del conjunto de los números reales, 

y en este nuevo conjunto de números, el Teorema Fundamental del Álgebra establece que cualquier 

polinomio de grado n con coeficientes complejos (de los cuales algunos o todos pueden ser números 

reales) tiene n  raíces (contando las raíces múltiples). 

Calculemos las raíces de un polinomio p de coeficientes reales con MatLab1: 

𝑝(𝑥) = 𝑥5 − 5𝑥4 + 9𝑥3 − 9𝑥2 + 8𝑥 − 4 

Cargamos el vector p en MatLab incorporando solo los coeficientes, en potencias decrecientes y entre 

corchetes. 

Luego la función roots calcula las raíces. Si pedimos la ayuda del programa help roots, obtenemos: 

 
1 MatLab opera en el campo complejo. 
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Las raíces de p son:    𝑖 , −𝑖  , 2 (𝑑𝑜𝑏𝑙𝑒) 𝑦 1 

𝑝(𝑥) = (𝑥2 + 1)(𝑥 − 2)2(𝑥 − 1)  Forma factorial 

Encontremos las raíces de un polinomio q, para el cual algún coeficiente no es real: 

𝑞(𝑡) = 𝑡4 + (−1 − 3𝑖)𝑡3 + (−4 + 𝑖)𝑡2 + 4𝑖 𝑡 + 2 

 

Las raíces de q son:   −1  , 𝑖  , 1 + 𝑖  (𝑑𝑜𝑏𝑙𝑒) 

𝑞(𝑡) = (𝑡 + 1)(𝑡 − 𝑖)[𝑡 − (1 + 𝑖)]2    Forma factorial 

 

CONCEPTOS TEÓRICOS BÁSICOS: 

Forma Polar o Trigonométrica de los números complejos: 

 

 

 

 

   

 

 

 

                                                     {
𝑥 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙
𝑦 = 𝜌𝑠𝑒𝑛𝜙

 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜙 + 𝑖𝜌𝑠𝑒𝑛𝜙 

z=(x,y) 

y 

 

 

x x 

y 
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𝑧 = 𝜌(𝑐𝑜𝑠 𝜙 + 𝑖𝑠𝑒𝑛𝜙)     Forma Polar 

o también utilizando la notación abreviada:    𝑧 = 𝜌𝑐𝑖𝑠𝜙 

Siendo:     

𝜌 = |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2   módulo o valor absoluto de z    (𝜌 ≥ 0) 

𝜙 = 𝑎𝑟𝑔( 𝑧) = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛
𝑦

𝜌
= 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

𝑥

𝜌
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑦

𝑥
               (𝑧 ≠ 0) 

Valor principal del argumento de z:   0 ≤ 𝜙 < 2𝜋 

Forma Exponencial de los números complejos: 

Se basa en la fórmula de Euler (la demostración no está al alcance de este curso) 

𝑒𝑖𝜑 = 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑖𝑠𝑒𝑛𝜑 Fórmula de    Euler 

𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜑 Forma Exponencial 

Sean los números complejos:      

𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 = 𝜌1[𝑐𝑜𝑠(𝜙1) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝜙1)] = 𝜌1𝑒
𝑖𝜙1 

𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 = 𝜌2[𝑐𝑜𝑠(𝜙2) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝜙2)] = 𝜌2𝑒
𝑖𝜙2 

Igualdad: 

𝑧1 = 𝑧2 ⇔ 𝑥1 = 𝑥2 ∧ 𝑦1 = 𝑦2 

𝑧1 = 𝑧2⇔ 𝜌1 = 𝜌2 ∧ 𝜙1 = 𝜙2 + 2𝑘𝜋 ∧ 𝑘 ∈ 𝑍 

Suma: 

𝑧1 + 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 + 𝑦2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Producto: 

En forma binómica: 

𝑧1𝑧2 = (𝑥1 + 𝑖𝑦1)(𝑥2 + 𝑖𝑦2) = (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) + 𝑖(𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1) 

En forma exponencial: 

𝑧1𝑧2 = (𝜌1𝑒
𝑖𝜙1)(𝜌2𝑒

𝑖𝜙2) = (𝜌1𝜌2)(𝑒
𝑖𝜙1𝑒𝑖𝜙2) = (𝜌1𝜌2)𝑒

𝑖(𝜙1+𝜙2) 

 

 

En forma Polar: 

𝑧1𝑧2 = (𝜌1𝜌2)[𝑐𝑜𝑠(𝜙1 + 𝜙2) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝜙1 + 𝜙2)] 

 

Conjugado de un número complejo: 

x    

z1 

       y 

Suma de Números Complejos 

z

2 

z1+z2 
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Sea  z = x + iy , llamamos conjugado de z al número complejo  𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦  

 

Cociente: 

Si 𝑧2 ≠ 0 

En forma binómica: 

𝑧1
𝑧2
=
𝑧1
𝑧2

𝑧2
𝑧2
=
(𝑥1 + 𝑖𝑦1)(𝑥2 − 𝑖𝑦2)

|𝑧2|2
=
𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2
𝑥22 + 𝑦22

+ 𝑖
𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2
𝑥22 + 𝑦22

 

En forma exponencial: 

𝑧1
𝑧2
=
𝜌1𝑒

𝑖𝜙1

𝜌2𝑒𝑖𝜙2
=
𝜌1
𝜌2
𝑒𝑖(𝜙1−𝜙2) 

En forma Polar: 
𝑧1
𝑧2
=
𝜌1
𝜌2
[𝑐𝑜𝑠(𝜙1 − 𝜙2) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝜙1 − 𝜙2)]

 
 

Potenciación: 

𝑧𝑛 = (𝜌𝑒𝑖𝜙)
𝑛
= 𝜌𝑛𝑒𝑖𝑛𝜙

 𝑧𝑛 = 𝜌𝑛[𝑐𝑜𝑠( 𝑛𝜙) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜙)] 

 

 

Radicación: 

Si  𝑤 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 

√𝑧
𝑛
= 𝑤 ⇔ 𝑧 = 𝑤𝑛 ⇔ 𝜌𝑒𝑖𝜙 = 𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 ⇔ 𝜌 = 𝑟𝑛 ∧ 𝜙 + 2𝑘𝜋 = 𝑛𝜃 ⇒ 𝑟 = √𝜌

𝑛 ∧ 𝜃 =
𝜙 + 2𝑘𝜋

𝑛
 

√𝑧
𝑛
= √𝜌

𝑛 𝑒𝑖
𝜙+2𝑘𝜋
𝑛 ∧ 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛 − 1 

√𝑧
𝑛
= 𝑤𝑘+1 = √𝜌

𝑛 [𝑐𝑜𝑠 (
𝜙 + 2𝑘𝜋

𝑛
) + 𝑖𝑠𝑒𝑛 (

𝜙 + 2𝑘𝜋

𝑛
)] ∧ 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛 − 1

 
En la siguiente figurase muestran las raíces sextas de un complejo z  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

w4 

w6 

w5 

x    

w1 

  y 
w2 

w3 
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Curvas y regiones en el plano complejo: 

Rectas que contienen al punto 𝑧0 = (𝑥0; 𝑦0) = 𝜌0𝑐𝑖𝑠(𝜙0): 

Paralela al eje real:                  𝑦 = 𝑦0       

Paralela al eje imaginario:    𝑥 = 𝑥0 

Mediatriz del segmento 𝑧1𝑧2:       |𝑧 − 𝑧1| = |𝑧 − 𝑧2| 

                                         
 

Semirrecta:   𝜙 = 𝜙0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Circunferencia con centro en 𝑧0 y radio r:      |𝑧 − 𝑧0| = 𝑟 

Círculo con centro en 𝑧0 y radio r:      |𝑧 − 𝑧0| ≤ 𝑟 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Elipse con focos en 𝑧1𝑦𝑧2 y diámetro mayor “2a”, siendo 2𝑎 > |𝑧1𝑧2
→   |

 
|𝑧 − 𝑧1| + |𝑧 − 𝑧2| = 2𝑎 

 

 

 

x    

z1 
       

y 

z2 

z0 

z 
y 

x 

r 

 

 
x 

y 
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Matrices 

Sea la matriz  A = (
  1 1
−1 1

)  Si calculamos sus autovalores resulta: 

|A − λI| = |
(1 − λ) 1
−1 (1 − λ)

| = (1 − λ)2 + 1 = 0 

El polinomio característico es:  λ2 − 2λ + 2 = 0  y sus raíces: λ1 = 1 + i  ;    λ2 = 1 − i   

EJERCICIOS PROPUESTOS 

Ejercicio 1: 

Dados los siguientes números complejos:     

𝑧1 = 3 − 4𝑖𝑧2 = 1 + 𝑖𝑧3 = 5 − 4𝑖 
Realice los siguientes cálculos: 

1.1)𝑧1𝑧2
___

 

1.2)ℑ𝑚(𝑧2)𝑧3 + |𝑧1| 
   

1.3)
𝑧3 − 𝑧1
𝑧2

 

1.4)
ℜ(𝑧1 + 𝑧2)

(𝑧1 + 𝑧2)
 

1.5)(𝑧2 + 𝑧3
_________

)𝑧1
2 

1.6) (
𝑧3
𝑧1
) |𝑧1|

2 

1.7)ℜ(𝑧1
2) + 2ℜ(𝑧1) + 1 

1.8)𝑧2
3 + 𝑖𝑧2

2 − 2𝑧2 

 

 

Ejercicio 2: 

Complete el siguiente cuadro según corresponda y represente en el plano complejo: 

 

BINÓMICA POLAR EXPONENCIAL 

−2 + 2𝑖   

 3𝑐𝑖𝑠(5𝜋/3)  

  5𝑒𝜋𝑖  

−4𝑖   

  𝑒𝜋  

 √2𝑐𝑖𝑠(5𝜋/4)  

 𝑐𝑖𝑠(𝑛𝜋) ∧ 𝑛 ∈ 𝑍  

  𝑒−𝑖
𝜋
2  

Ejercicio 3: 

 Complete el siguiente cuadro e interprete geométricamente los resultados obtenidos en la sexta 

columna:  

𝑧 |𝑧| 𝑎𝑟𝑔( 𝑧) 𝑧4 𝑧6 √𝑧
4

 

3𝑖      

2 + 2𝑖      

−5      

−√3𝑖 − 1      
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Ejercicio 4: 

Utilice:   (𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑒𝑛𝜃)𝑛 = 𝑐𝑜𝑠( 𝑛𝜃) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝑛𝜃) (de Moivre) para probar: 

4.1) 𝒄𝒐𝒔(3𝜃) = 4 𝒄𝒐𝒔3 𝜃 − 3𝒄𝒐𝒔 𝜃               4.2)𝑠𝑒𝑛(3𝜃) = −4𝑠𝑒𝑛
3𝜃 + 3𝑠𝑒𝑛𝜃 

Ejercicio 5: 

Resuelva las siguientes ecuaciones y grafique el conjunto solución: 

5.1) 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑖𝑠𝑒𝑛𝑥 ⥂= 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑖 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ∧ 𝑥 ∈ 𝑅 

 5.2)𝑧
3 − 3𝑧2 + 3𝑧 + 7 = 0 

 5.3)𝑧
4 + 4𝑧3𝑖 − 6𝑧2 − 4𝑧𝑖 − 15 = 0 

 

 

 

Ejercicio 6: 

         Dada la matriz A = (
  1 1
−1 1

)  y obtenga la matriz P , matriz de autovectores y su inversa, P−1 

que nos permite diagonalizar la matriz, obtenga la matriz diagonal semejante a la matriz A. 

Ejercicio 7: 

Determine, en cada una de las siguientes ecuaciones o desigualdades, el conjunto de puntos del plano 

complejo que satisface cada una de ellas. Grafique tal conjunto. 

 

7.1)|𝑧 − 8 + 4𝑖| = 9     

7.2)|𝑧| = |𝑧 − 𝑖|        

7.3)|𝑧|2 + ℑ𝑚(𝑧) = 16 

7.4)|𝑧 − 2𝑖| + |𝑧| = 6 

7.5)ℑ𝑚(𝑧 − 𝑖) = ℜ(𝑧 + 1) 

7.6)|𝑧 + 2 + 𝑖| > |𝑧 − 1|   

7.7) − 1 ≤ ℜ(𝑧) < 2  

7.8)|𝑧 + 𝑖| > |𝑧|  ∧  |𝑧| < 1 

7.9)|𝑧 − 2𝑖| ≤ |𝑧 + 2 − 𝑖|  ∧  |𝑧| > 1 

7.10)|𝑧 − 4𝑖| − |𝑧| = 2 

 

RESPUESTAS 

Ejercicio 1: 

 

1.1) − 1 − 7𝑖 

1.2)10 − 4𝑖 

1.3)1 − 𝑖 

1.4)
16

25
+
12

25
𝑖 

1.5)30 − 165𝑖 

1.6)31 − 8𝑖 

1.7)0 

1.8) − 6 
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Ejercicio 2: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejercicio 3: 

𝑧 |𝑧| 𝑎𝑟𝑔( 𝑧) 𝑧4 𝑧6 √𝑧
4

 

3𝑖 3 
𝜋

2
 81 -729 

√3
4
𝑐𝑖𝑠 [

𝜋

8
(4𝑘 + 1)] ∧ 𝑘

= 0; 1; 2; 3 

2 + 2𝑖 2√2 
𝜋

4
 -64  -512 i 

√8
8
𝑐𝑖𝑠 [

𝜋

16
(8𝑘 + 1)] ∧ 𝑘

= 0; 1; 2; 3 

−5 5 𝜋 625 15625 
√5
4
𝑐𝑖𝑠 [

𝜋

4
(2𝑘 + 1)] ∧ 𝑘

= 0; 1; 2; 3 

−√3𝑖 − 1 2 
4

3
𝜋 −8(1 + √3 𝑖)  64 

√2
4
𝑐𝑖𝑠 [

𝜋

6
(3𝑘 + 2)] ∧ 𝑘

= 0; 1; 2; 3 

 

Ejercicio 5: 

5.1)𝑥 =
𝜋

4
+ 𝑘𝜋 ∧ 𝑘 ∈ 𝑍 

5.2)𝑧𝑘+1 = 1 + 2𝑐𝑖𝑠 (
𝜋 + 2𝑘𝜋

3
) ∧ 𝑘 = 0; 1; 2 ∴ 𝑧1 = 2 + √3𝑖; 𝑧2 = −1; 𝑧3 = 2 − √3𝑖 

5.3)𝑧𝑘+1 = −𝑖 + 2𝑐𝑖𝑠 (
𝑘

2
𝜋) ∧ 𝑘 = 0; 1; 2; 3 ∴ 𝑧1 = 2 − 𝑖; 𝑧2 = 𝑖; 𝑧3 = −2 − 𝑖; 𝑧4 = −3𝑖 

 

Ejercicio 6: 

                                     P = (
1   1
i −i

)   ;     P−1 = (

𝟏

𝟐

−𝐢

 𝟐
𝟏

𝟐

𝐢

𝟐

)    ;   D = (
1 + i 0
0 1 − i

) 

Ejercicio 7: 

7.1)|𝑧 − (8 − 4𝑖)| = 9Lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto (8;-4) es 

igual a 9. Circunferencia con centro en 8 − 4𝑖 y radio 9. 

O también:𝑆1 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/(𝑥 − 8)
2 + (𝑦 + 4)2 = 81}

  

−2 + 2𝑖 2√2𝑐𝑖𝑠(3𝜋/4) 2√2𝑒𝑖
3
4
𝜋

 

3

2
− 3

√3

2
𝑖 3𝑐𝑖𝑠(5𝜋/3) 3𝑒𝑖

5
3
𝜋

 

-5 5𝑐𝑖𝑠(𝜋) 5𝑒𝑖𝜋  

−4𝑖 4𝑐𝑖𝑠(3𝜋/2) 4𝑒𝑖
3
2
𝜋

 

𝑒𝜋 𝑒𝜋 𝑒𝜋  

−1 − 𝑖 √2𝑐𝑖𝑠(5𝜋/4) √2𝑒𝑖
5
4
𝜋

 

(−1)𝑛 𝑐𝑖𝑠(𝑛𝜋) ∧ 𝑛 ∈ 𝑍 𝑒𝑖𝑛𝜋 

−𝑖 𝑐𝑖𝑠(3𝜋/2) 𝑒−𝑖
𝜋
2  
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7.2)|𝑧 − (0; 0)| = |𝑧 − (0; 1)|Lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del origen y 

de A(0;1), la mediatriz del segmento 𝑂𝐴. O también: 𝑆2 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/𝑦 =
1

2
}Recta paralela al eje 

real. 

7.3)𝑆3 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/𝑥
2 + (𝑦 +

1

2
)
2

=
65

4
}Circunferencia con centro en (0;−

1

2
) y radio 

√65

2
. 

7.4)      Lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a los puntos (0;2) y al 

origen (focos) es igual a 6 (2a = 6).  

𝑆4 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/
𝑥

8

2
+
(𝑦−1)

9

2

= 1} Elipse con centro en (0;1) eje focal eje y; a = 3; 𝑏 = 2√2  

  y c = 1. 

7.5)𝑆5 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/𝑦 = 𝑥 + 2} 
7.6)𝑆6 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/𝑦 > −3𝑥 − 2} Semiplano. 

7.7)𝑆7 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/ − 1 ≤ 𝑥 < 2} Franja paralela al eje y. 

7.8)𝑆8 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/𝑦 > −
1

2
∧ 𝑥2 + 𝑦2 < 1} 

 

7.9)𝑆9 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/𝑦 ≥ −2𝑥 −
1

2
∧ 𝑥2 + 𝑦2 > 1}

 

 

 

 

7.10)𝑆10 = {(𝑥; 𝑦) ∈ C/ −
𝑥

3

2
+ (𝑦 − 2)2 = 1 ∧ 𝑦 ≤ 1}            Rama inferior de una hipérbola 

 

-0,5

0

0,5

1

1,5

-4 -2 0 2 4

S10
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Resolución con wxMaxima 

Las operaciones con números complejos son análogas a las de los números reales Las siguientes 

funciones de Maxima son propias del campo complejo. 

Las funciones se escriben en minúsculas y los argumentos entre paréntesis. 

 

 

 

 

Nombre Devuelve z = 1 − i      

cabs Módulo 

 

carg Argumento en radianes 

 

conjugate Conjugado 

 

imagpart Parte imaginaria 
 

realpart Parte real 
 

polarform Forma exponencial 

 

rectform Forma rectangular o binómica 
 

 

Ejercicio 1 

 

Cargamos los datos separados por comas en una lista que va entre corchetes, las asignaciones se hacen 

con dos puntos (:), al final de la lista el signo pesos $ para que no muestre el %o1 (output) 

 

 

Construimos otra lista con los cálculos y le aplicamos rectform 
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Ejercicio 3 

𝒛 |𝒛| 𝐚𝐫𝐠(𝐳)  

 
 

 

 
  

 
 

 

 
 

 

𝐳𝟒 𝐳𝟔 √𝒛
𝟒
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Maxima solo calcula una raíz enésima, para obtener las restantes debemos recordar que todas tienen 

el mismo módulo y los argumentos difieren en   
2𝜋

𝑛
. En este caso como se trata de raíces cuartas 

debemos sumar al argumento 
2kπ

4
=
kπ

2
   y  k = 1, 2, 3  

 

 

 

 

 

Ejercicio 4 

 

4.1)  

4.2)  

 

Ejercicio 5 

5.2)  

5.3)  

 

Ejercicio 6 

 

 

En la primera lista salen los autovalores, en la segunda la multiplicidad de cada uno 

respectivamente y en la tercera los autovectores, que ubicados en columnas constituyen la matriz de 

cambio de base. 
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Con MatLab, la matriz de cambio de base la normaliza. 

  



 1 

Aplicaciones de Algebra Lineal y Cálculo: Serie de Fourier: 
 

 

1) Espacios Vectoriales de dimensión infinita: 

 

a) Consideremos un vector de n , pero con infinitas componentes, 

        diremos que 


u , pero el vector debe tener longitud finita, es  

        decir: 

          ...,u,uu 21


 , 


 k;ku   , o sea 2

1

2

2

kuu,uu
i

i  






 

          

         Por ejemplo:  











,...
n

...,,,,u
1

3

1

2

1
1   

        su dimensión es: 
2

1

1
2

1








 







n n
u   , sabemos que 



1
2

1

n n
 es una serie  

        convergente (por el criterio de la integral: 1
11

1
1 2















b

xb

lim
dx

x
) 

        luego la longitud del vector es finita. 

 

        El vector   ...,,,...,,v 1111


  tiene longitud infinita. 

 

b) Consideremos como vectores las funciones      xh...,,xg,xf …  

    definidas en el  20 , . Definimos como producto interno de estos  

    vectores reemplazando la sumatoria de los vectores discretos por  

    integrales en el caso de los vectores continuos: 

 

                   dxxgxfxg,xf 



2

0
 

 

    Y la longitud de un vector resulta entonces:     
2

1
2

0

2





 



dxxfxf  

 

Ejemplo: 

 

   1) Sea el vector    senxxf   

        


xdxsenf,f
2

0

2
    luego, su longitud es:   senx  

 

   2) Las funciones    senxxf    y    xcosxg    son ortogonales  pues: 

 



 2 

       0
2

0
 



xdxcos.senxg,f  

 
También son ortogonales entre si las funciones:   

 
...,nxcos...,xcos,xcos...,,nxsen,...,xsen,xsen,senx, 2321  

 

2) Serie de Fourier: 

 

    La serie de Fourier de una función  xf  es su desarrollo en senos y  

    cosenos: 

 

      ...xsenbxcosasenxbxcosaaxf  22 22110  

     

    Donde los coeficientes ii b,a  son las coordenadas del vector  xf  en  

    la base   ...,nxcos...,xcos,xcos...,,nxsen,...,xsen,xsen,senx, 2321 , que es una  

    base ortogonal, y de infinitos vectores. 

    La longitud de  xf  es: 

 

      




  

 2
1

2

0

2

22110
2

1

22 dx...xsenbxcosasenxbxcosaaf,f  

                               

  




  

2
1

2

0

22

2

22

2

22

1

22

1

2

0 ...22coscos


dxxsenbxaxsenbxaa  

=    2
1

2

2

2

2

2

1

2

1

2

02 ...babaa   

 

 

Una base ortonormal (canónica) es: 

 

              









...,

xsen
,

xcos
,

senx
,

xcos
,

22

2

1
 

 

Luego, una función  xf  puede escribirse como una combinación lineal de esta base  

ortonormal: 

 

     ...xsen
B

xcos
A

senx
B

xcos
AA

xf 














 22
2

22110  

 

    Y la longitud del vector será:    ...BABAAxf 
2

2

2

2

2

1

2

1

2

0

2
 

    (recordar que la longitud debe ser finita) 
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Ejemplo: 
 

Sea la función:    









xsi;

xsi;
xf

01

01
                  (I) 

 

 
     

¿Cómo desarrollar en serie de Fourier esta función?  

 

(Nota: observemos que si x representa tiempo, el desarrollo en serie de 
Fourier de esta función nos dará las componentes de frecuencia de la 

función, siendo los coeficientes ii B,A  las amplitudes (o intensidades) de 

cada frecuencia). 
 

 

              ...xsenbxcosasenxbxcosaaxf  22 22110      (II) 

 

Si multiplicamos ambos lados de la igualdad anterior por xcos  e integramos 

en el intervalo  20, obtenemos: 

 

        


1

2
2

0
1

2

0
adxxcosaxdxcosxf       (los restantes términos se anulan) 

 

y obtenemos el coeficiente   xdxcosxfa 





2

0
1

1
 

 

Análogamente obtenemos los restantes coeficientes ii b,a  multiplicando la 

igualdad (II) por:        ...,nxcos...,xcos,xcos...,,nxsen,...,xsen,xsen,senx, 2321  



 4 

 
 

                                   kxdxxfak cos
1 2

0



 

 

 

 

                                   senkxdxxfbk 





2

0

1
 

 

 

                                    dxxfa 





2

0
0

2

1
 

 

Si utilizamos estas fórmulas para obtener los coeficientes, resulta: 

 

 
 

















 ...

n

xnsen
...

xsenxsensenx
xf

12

12

5

5

3

3

1

4
    

 

 

  


 






1 12

124

n )n(

x)n(sen
xf                 (serie de Fourier de  (I)) 

 
 

Y la longitud del vector resulta:     2xf  

 

Representamos gráficamente utilizando el Geogebra1, primero un solo 

término de la serie, luego dos términos, y así sucesivamente, vemos como  

la serie, cuanto mayor es la cantidad de términos considerados, más se 

aproxima a la función (I). 
 

 

 

 

 

 
 

 

  

 

 

                                                 
1 https://www.geogebra.org/download?lang=es 

 

https://www.geogebra.org/download?lang=es
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